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APPLICABILITÉ  DES  SURFACES 

ÉTUDIÉE  DU  POINT   DE  VUE  FINI 

Par  M.  Bertrand  GAMBIER, 

Pi'ofesseur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille. 


INTRODUCTION. 

Le  problème  de  l'applicabilité  a  été  éludié  du  point  de  vue  diffé- 
rentiel dans  un  précédent  fascicule,  divisé  en  trois  chapitres  :  i"  déter- 
mination et  classification  des  invariants  et  paramètres  différentiels  ; 
2°  reconnaître  si  deux  surfaces  données  sont  isométriques  ;  3°  étude 
de  Téquatlon  aux  déri\ées  partielles  de  Monge-Ampère  dont  dépend 
la  déformation  d'une  surface  donnée. 

Il  s'agit  maintenant  d'étudier  la  rivalisât  ion  des  théories  ainsi 
formulées.  Ce  fascicule  est  divisé  en  deux  chapitres  :  le  premier 
étudie  les  principales  familles  (à  un  ou  plusieurs  paramètres)  con- 
nues de  surfaces  toutes  isométriques  entre  elles  ou  les  couples 
remarquables  de  surfaces  isométriques  :  pour  les  familles,  dépendant 
de  deux  fonctions  arbitraires,  relatives  aux  cas  malheureusement 
trop  rares  où  l'équation  de  la  déformation  est  complètement  inté- 
grable,  la  question  a  été  résolue  au  fascicule  piécédent;  la  théorie  du 
parallélisme  de  Peterson  [42]  ou  de  la  stratification  de  oo''  facettes, 
due  à  M.  Blanchi  [4],  permet  de  faire  rentrer  dans  un  tout  harmo- 
nieux les  résultats  épars  dus  aux  divers  chercheurs  isolés;  j'ai  tâché 
de  résumer  aussi  clairement  et  succinctemeuL  que  possible  les  beaux 
résultats  de  M.  Bianchi  [5]  sur  la  déformation  des  quadiiques;  l'étude 
de  la  déformation  infiniment  petite  se  ratta(  he  étroitement  à  la 
détermination  des  familles  isométriques  possédant  un  réseau  conjugué 
permanent;   il  était  donc   naturel  que  ce  premier  chapitre  accordât 
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une  large  part  à  ce  problème  qui  d'ailleurs  esl  important  aussi  pour 
la  méthode  de  H.  Weyl  [49]  exposée  au  second  chapitre.  Ce  second 
chapitre  étudie  d'abord  quelles  sont  les  régions  réelles  c[ui  se  corres- 
pondent dans  l'isométrie  de  deux  surfaces  réelles;  il  y  a  une  cir- 
constance, assez  paradoxale  au  premier  abord,  qui  se  présente  pour 
certaines  surfaces  réelles  isométriques,  c'est  le  cas  où  chaque  point 
réel  de  l'une  a  un  homologue  imaginaire  sur  l'autre  :  j'indique  des 
propriétés  d'auto-isométrie  de  ces  surfaces.  Enfin  il  est  naturel  de 
se  demander  si  une  surface  fermée  peut  être  déformée  dans  son 
intégrité^  cpi'il  s'agisse  soit  d'une  déformalion  in/itiiiiient  petite^ 
soit  d'une  déformation  finie;  M.  H.  Weyl  a  démontré  ce  beau  résul- 
tat, d'abord  qu'une  surface  fermée,  convexe,  sans  singularité,  de 
courbure  totale  4~7  i^ie  peut  être  déformée,  ni  infiniment  peu,  ni 
d'une  façon  finie,  avec  conservation  de  toutes  ces  qualités,  puis,  que 
celte  surface  est  définie,  in  abst/  acto,  par  son  seul  r/s-  :  j'indique  le 
principe  de  la  démonstration  de  M.  H.  Weyl,  en  signalant  les  généra- 
lisations cju'il  y  aurait  lieu  de  faire  pour  certaines  surfaces  convexes, 
ou  non,  mais  fermées,  et  peut-être  aussi  les  simplifications  ou  perfec- 
tionnements que  l'on  devrait  essayer  d'apporter  aux  démonstrations 
de  M.  Weyl.        , 

La  géoinétrie  Infinitésimale  est  peut-être  l'une  des  branches  des 
Sciences  mathématiques  où  le  jeune  chercheur  aperçoit  le  moins 
aisément  la  coordination  des  idées  générales  au  milieu  des  résultats 
isolés:  j'espère  l'y  avoir  aidé,  conformément  à  l'esprit  de  cette 
collection. 


CHAPITHE  J. 

FAMILLES  ET  COUPLES  ISOMÉTRIQUES.  PARALLÉLISME,  STRATIFICATION,  DEFORiMATlON 
INFINIMENT  PETITE.  RÉSULTATS  PIC  M.  BIANCHI  SUR  LA  OÉFORMATION  DES  QUA- 
DRIQUES. 

I .  Nature  des  familles  ou  couples  isométriques  à  chercher.  — 
Nous  avons  vu  au  Chapitre  II  du  fascicule  précédent,  les  cas  précis 
où  l'équalion  de  la  déformation  s'intègre  complètement;  c'est  un  fait 
remarquable  que  chacun  des  types  correspondanis  ait  été  obtenu 
parla  méthode  de  'Weingarten  [i8],  combinée  a\ec  les  résultats  de 
MM.  (Joursiit  I  !2(i  I,  I  27]  cl  Haroni  |  9]  :  l'étiKh'  directe  de  l'équation  de 
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Mouge-Ampère,  faite  pur  MlM.  Gau  [24]  et  Gosse  |i25],  u  montré 
que  ces  divers  types,  déjà  connus,  étaient  les  seuls.  En  dehors  d'eux, 
les  surfaces  réglées  sont  le  seul  échantillon  fournissant  une  solution 
dépendant  d'une  fonction  arbitraire,  correspondant  nécessairement 
(sinon  la  proposition  serait  contradictoire)  aux  surfaces  réglées  appli- 
cables sur  la  surface  de  départ  :  cette  déformation  des  surfaces 
réglées  s'obtient  explicitement  par  des  quadratures;  je  renvoie  au 
Tome  3  de   la    Théorie  des  sur/aces  de  Darboux. 

Ceci  explique  pourquoi  les  diverses  surfaces  isométriques  connues, 
lestant  à  signaler,  ne  peuvent  que  comprendre  soit  des  familles  à 
nombre  fini  de  paramètres,  soit  des  couples  isolés;  nous  ne  faisons 
pas  de  distinction  ici  entre  deux  surfaces  égales  ou  symétriques.  Le 
plus  beau  résultat  que  l'on  puisseobtenir  ne  peut  donc  que  se  réduire 
à  ceci  :  trouver  une  surface  S  d'où  nous  puissions  déduire  une  surface 
Si,  applicable  sur  S,  et  dépendant  d'un  nombre  fini  de  paramètres, 
telh'  que  la  même  opération  puisse  se  répéter  sur  S,,  au  lieu  de  S,  les 
paramètres  entrant  dans  S^  étant  distincts  de  ceux  entrant  dans  Si, 
et  ainsi  de  suite,  de  façon  à  avoir  une  chaîne  dénombrable  de  surfaces 
toutes  isométriques,  contenant  un  nombre  de  paramètres  de  plus  en 
plus  élevé,  mais  toujours  /i/ii  :  c'est  ce  que  M.  Bianchi  a  fait  pour 
les  quadiiques  el  ce  sera  l'un  des  plus  beaux  titres  de  gloire  de 
M.  BiaiK'hi  \r\\:  déjà  d'autres  chercheurs  ont  cherché  à  étendre 
ce  genre  de  recherches  à  d'autres  types  (surfaces  tétraédrales  par 
exemple,  travaux  de  M.  Jonas  [33]).  Il  est  très  vaisemblable  que  le 
même  progrès  peut  être  réalisé,  sinon  pour  un  ds-  quelconque,  du 
moins  pour  une  classe  très  étendue  de  ds-  qu'il  y  aurait  lieu  de 
déterminer. 

2.  Surfaces  de  révolution,  surfaces  hélicoïdales.  —  Le  premier 
exemple  à  signaler  de  familles  isométriques  est  celui  des  surfaces  de 
révolution  ou  hélicoïdales  représentatives  d'un  ds-  de  révolution 
donné  (7 />ir/o/7'.  C'est  Minding  [4()j  puis  Bour  [13|  qui  ont  signalé  les 
premiers  ces  exemples;  prenons  le  ds-  de  révolution  sou>  la  forme 
canoniqui'  [U  fonction  de  u  seul(')| 

(i)  '  (Is-  =  L'-(  du-  —  c/c-~). 


(')    En    posant  U  du  =  du,  on    a    l'autre  forme   canonique   du- -\-  U'-rft'^    souvent 
employée;  il  est  facile  de  motlilier  les  formules  (2)  et  (3)  en  conséquence. 
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On  obtient  œ-  suifaces  représentatives  (/i.  /?i  constantes  arbitraires] 
(■JL)  \  =  rcos( oj).  Y=/;;in(- oj|.  Z  =  hv  -^  z. 


U-") 


;•.  eu,  ::  étant  trois  fonctions  de  u  définies  par 

(3 j   r^  =  /«2(U2—  /t2).        z"-  =  V—  jir- 1 '2—  h-i, 


—  h  z' 


m{  L- —  h-) 


Les  formes  révolutives  correspondent  à  A  =  o,  les  formes  hélicoï- 
dales proprement  dites  à  h  ^  o. 

Pour  h  =  o,  on  a  donc  co'  surfaces  de  révolution  applicables 
entre  elles,  avec  un  réseau  conjugué  permanent,  à  savoir  celui  des 
parallèles  et  méridiens.  Prenons  comme  prototype  de  la  famille  la 
surface  S  obtenue  pour  7^  =  1,  que  nous  supposerons  réelle;  les 
autres  s'obtiennent  en  multipliant  le  rayon  /■  =  U  du  parallèle  par  /?;, 
divisant  la  longitude  par  m  et  calculant  z  par  la  quadrature 


f.w= 


m-  U'-  (lu  ; 


pour  /7?-<i,  la  nouvelle  surface  obtenue  S,„  offre  toujours  une 
région  réelle  comme  homologue  d'une  région  réelle  de  S,  mais 
quand  S  vient  s'appliquer  sur  S,w,  on  doit  supposer  S,,,  composée  de 
plusieurs  feuillets   superposés;    pour  7h>-i,  la   région  réelle  de  S 

représentée  par  S,„  correspond  à  l'inégalité  ^-p  >  7»  ;  or,  si  M  est  un 

point  de  la  méridienne  de  S,  T  le  point  où  la  tangente  en  M  perce 
l'axe  de  révolution,  et  [j.  la  projection  de  M  sur  l'axe,  on  a 


AI  JJL 

AÎT 


de  la  sorte,  soit  ',1  l'angle  aigu,  pris  en  valeur  absolue,  de  la  tangente 

à  la  méridienne  avec  la  direction  des  parallèles  et  soit  —  ^  cos^jn;  on 

^  m  ' 

doit  avoir  oi  >  oi„  ;  soit  /'o  le  parallèle  de  S  pour  lequel  l'angle  w 
devient  égalàco,,  ;  si  la  concavité  de  la  méridienne  est  tournée  vers 
l'axe  de  révolution,  on  peut  remplacer  co  >  co^  par  /•  > /'o  ;  si  au 
contraire,  la  convexité  est  tournée  vers  l'axe  de  révolution,  on  rem- 
place w  >>  (o„  par  /•  ■<  /•„  ;  d'autre  part  les  géodésiquos  de  S  tangentes 
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au  parallèle  r^,  ont  pour  équation 

±  /-Il  du 


rfv 


\  r- 


de  sorte  qu'elles  reuipli^sent  la  région  /■  >>  /„  ;  sur  la  surface  S,„,  le 
parallèle  /•  =  /„  de  S  est  transformé  en  parallèle  de  rebroussement  el 
nous  voyons  que  la  surface  S,„  recouvre  la  région  de  concavité 
ou  convexité  géodésique  de  S  au  voisinage  du  parallèle  /'„  sui- 
vant que  le  long  de  ce  parallèle  la  courbure  totale  de  S  est 
négative  ou  positive. 

Prenons  maintenant  un  hélicoïde  H  (h,  m);  on  peut  déterminer 
oo'  hélicoïdes  tels  que  le  parallèle  de  rayon  /•„  =  Uq  de  la  surface 
révolutive  S  prototype  déjà  utilisée  devienne  hélice  de  rebroussement 
sur  H:   les  paramètres  h  et  m  sont   déterminés  alors  par  l'équation 

L  ij  —  m-\J\'f  ■ —  //■-  —  <>: 

nous  allons  montrer  que  l'on  peut  obliger  ces  hélicoïdes  à  recouvrir 
la  région  de  concavité  géodésique  du  parallèle  de  S  ou  la  région  de 
convexité  géodésique.  Nous  pouvons  supposer  que  U  soit  positif;  la 
région   recouverte   de   S   est   déterminée   par  l'inégcdité 

L  2 —  m-  L  '- —  A-  >  o. 
ce  qui,  au  \oisluage  du  parallèli'  critique  /•  =  /„  de  S  revient  à 

Uq  (  Uo  —  /"- 1' 0  t  ('  "  —  "o ,'  >  ••  : 

sur  H  le  p.ircdlèle  r^  de  S  est  transformé  en  une  hélice  congruenle  à 
l'hélice 

(4)     X=scos  =  .  V=:psin9.  Z  =  A/»9.  p  =  m\'Ui^  —  h'-=ni^\J'Q. 

Le  rayon  de  courbure  R  ou  de  torsion  T  de  cette  hélice,  la  courbure 
totale  K  de  S  ou  H  sont  donnés  p^r 

I      u;,         I       —h  i^;,-— UoU; 

R        Lu  '        "*f'u  Ui5 

Introduisons  une  quantité  géométrique  nouvelle  9  définie  par 

(o  '  "  =   ^  -^  "^  =   ^T^. =  TrTri • 
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L'inégalité  annoncée  revient  donc  à  0.  \j\^{u —  u^^)  >■  o,  ou  puisque 
sur  S./-^U.    simplement   à  Q.   (/• — /'o)>o;   si  donc  l'expression 

^, +  K  est  négative  (ou  positive),  la  région  de  concavité  (ou  con- 
vexité) de  S,  au  voisinage  du  parallèle  critique  est  recouverte,  à 
l'exclusion  de  l'autre,  par  l'hélicoïde  H.  Gomme  vérification,  l'hélice  de 

rebroussement  a  bien  comme  courbure  la  courbure  eéodéviaue  ttttt 

du  parallèle  critique.  Le  résultat  obtenu  comprend  comme  cas 
particulier  celui  de  la  surface  de  révolution  S,,,  étudiée  précédem- 
uient.  Enfin  on  rem;irqne  que  si   U,,  =  m-  L  ,',,  on  a 

,^  =  nz  V— K  ; 

l'hélice  obtenue  ne  devient  plus  sur  H  une  ligne  de  rebrouNsement, 
asjmptotique  singulière,  mais  une  ligne  régulière,  asjmplotique 
ordinaire  de  H;  le  développement  de  ^3'-  suivant  les  puissances 
croissantes  de  u  —  u^^  commence  cette  fois  par  le  terme 

=  L",|  (  U'o  —  m-  U'o  )  {  u  —  Un  )-  — 

L'hélicoïde  H  n'est  réel  cjue  si 


ou  encore 


et,  si  cela  a  lieu,  il  recouvre  la  surface  S  de  part  et  d'autre  du  par.d- 
lèle  r  =  /■^y  (on  remarquera  que  si  cet  hélicoïde  exceptionnel  est 
imaginaire,  il  est  représenté  par  une  équation  à  coefficients  réels,  car 
c  et  fjj  sont  imaginaires  pui'es;  les  valeurs  de  v  imaginaires  pures 
donnent  X  réel,  Y  et  Z  imaginaires  pures).  Le  lecteur  verra  sans 
peine  la  singularité  bien  plus  compliquée  qui  a  lieu  si  \]'^=  o, 
c'est-à-dire  si  le  parallèle  Mq  est  géodésique  :  l'hélice  transformée  est 
une  droite  atteinte  as^mptotiquement  par  les  hélicoïdes  en  nombre 
infini  obtenus  pour  A=:Uo,  ni  quelconque.  De  même  on  \erra  la 
modification  des  résultats  quand 

u'0-^-0      et      u'oU;;-UoU;'  =  o; 

c«»m[)arer  avec  le  Chapitre  11,  paragraphe  1. 
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Les  explications  qui  précèdent  montrent  clairement  que  si  le  d.s^ 
donné  est  réel,  défini,  positif,  on  peut,  pour  des  valeurs  convenables 
de  h  et  /w,  obtenir  des  surfaces,  hélicoïdales  ou  révolutives,  iniafii- 
naiies,  mais  cV équation  réelle:  par  exemple  pour  // =  o,  m  réel 
supérieur  à   i ,  la  surface  de  révolution  S„,  comprend,  pour  la  nappe 

réelle  S  telle  que  j-j-^  -<  m.  une  nappe  où  les  coordonnées  X,  Y  de  S,„ 

sont  réelles  et  Z  imaginaire  pure;  on  sait  que  cette  nappe  imaginaire 
de  S/„,  en  roulant  sur  la  nappe  réelle  de  S,  conduit  à  des  systèmes 
cycliques  réels  et  à  dos  systèmes  triples  orthogonaux  réels,  comme 
l'explique  Darboux  [16]. 

Il  est  juste  de  signaler  ici  le  l'ôle  exceptionnel  que  jouent  la  sphère 
et  la  pseudosphère.  Quand  deux  surfaces  de  révolution,  dont  la 
courbure  est  variable,  sont  applicables,  les  parallèles  se  corres- 
pondent nécessairement,  comme  courbes  le  long  desquelles  la  cour- 
bure totale  a  une  valeur  constante,  puis  les  méridiens,  comme  trajec- 
toires orthogonales  du  système  précédent  :  les  formules  précé- 
dentes (2)  et  (3),  avec  h^o,  donnent  donc  la  solution  générale  de 
la  déformation  d'une  surface  de  révolution  en  nouvelle  surface  de 
révolution.  Pour  la  pseudosphère,  le  résultat  cesse  d'être  valable;  on 
peut  déterminer  directement  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution 
dont  la  courbure  totale  est  égale  à  —  i  :  M  étant  un  point  de  cette 
méridienne,  C  le  centre  de  couriiure.  IN  le  point  où  la  normale  en  M 

coupe  Taxe,  on  doit  avoir 

^iC.M^  =  — K 

d'où  une  équation  difTérenlielle  du  second  ordre;  lun  des  deux  para- 
mètres correspond  à  une  translation  le  long  de  l'axe  et  n"a  aucun 
intérêt;  l'autre  est  paramètre  de  forme;  il  est  plus  simple  de  remar- 
quer que  l'élément  lin<''aire  de  la  surface  peut  recevoir  l'une  de  trois 
formes  types  :  j/a/-abolique,  elli/>/iqu(\  hyiicrbolique 

(8)  du-  -^  e-"  d\-'-,  du-  —  sh-  //  dv-.  du'-  -1-  ch-  u  dv-. 

Pour  chacune  de  ces  trois  formes,  les  formules  (2)  et  (3)  [conve- 
nablement modifiées,  en  tenant  com])te  du  choix  de  la  forme  cano- 
nique du-  -+-  U-  dv-  au  lieu  de  U-  (du-  H-  0^1^-)]  donnent  des  surfaces 
de  révolution  ayant  ce  ds- ;  la  méridienne  (r,  z)  est  définie  parles 
formules  suivantes,  qui  contiennent,  au  moins  pour  les  deux  derniers 
types,  un  paramètre  ///  de  forme  : 
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ty/ie  jtaraboliqui'  : 

r  =:  /)t  e" , 
eUij)tique  : 

/■  =  //l   sll  II , 

liyjterbolique  : 


'  I  \  1  —  m-  e'-"  du  ; 
:   /  \  I  —  /y?-  cil-  u  (lu  : 


r  ^  //l  r\\  II.  '■  ~  I   V  1  ■ — ■  '"'  ^'i"  "  (^"■ 

et  l'un  ('on.state  que  l'on  relrouve  par  ce  procédé  les  oo'  formes 
annoncées  de  méridiennes.  La  pseudosphère  jouit  de  cette  propriété 
curieuse  qu'en  la  déformuit  en  surface  de  révolution,  de  façon 
que  les  parallèles  restent  parallèles^  la  déformée  est.  la  pseudo- 
sphère elle-même.  Je  n'insiste  pas  davantage  sur  la  forme  bien  connue 
des  trois  types  réAolutifs. 

Pour  la  s])hére,  bien  que  la  même  exception  subsiste^  il  devient 
presque  inutile  de  la  signaler,  parce  que  les  diverses  applicatibns 
de  la  sphère  sur  elle-même  se  réduisent  à  une  superj)Osition  ou  à 
une  symétrie^  de  sorte  que  sur  toute  surface  de  révolution  de  cour- 
bure totale  égale  à  -|-i  les  parallèles  se  transforment  toujours  en  une 
famille  de  parallèles  de  la  sphère  (la  réciproque  n'étant  pas  vraie,  ce 
qui  est  l'exception  signalée). 

Si  le  ds-  de  révolution,  U- (<:/«'- -h  <ir- ),  est  quelconque,  dans  la 
famille  oo-  de  surfaces  révolutives  et  hélicoïdales,  obtenues  par  (2) 
et  (3),  il  n'j  a  que  les  00'  surfaces  révolutives  (//?  quelconque,  h  nul) 
qui  possèdeni  un  réseau  conjugué  permanent;  nous  verrons  plus 
loin,  à  propos  du  parallélisme,  les  formes  exceptionnelles  de  U  pour 
lesquelles  on  peut  extraire  de  ces  00-  surfaces  une  famille  x'  conte- 
nant un  réseau  conjugué,  autre  que  celui  des  méridiens  et  paral- 
lèles :  ce  réseau  est  formé  de  géodésiques  et  la  famille  d'indicoïdes 
peut  être  déduite,  par  parallélisme,  de  l'hélicoïde  minimum. 

3.  Surfaces  minima  adjointes.  —  Les  surfaces  minima  possèdent 
une  propriété  importante  découverte  par  Schwarz  [43],  [44], 
O.  Bonnet  [i  1]  (')  et  Peterson  [4'2]  :  à  toute  surface  minima  connue  S 

(I)  .r  =  Al-    J],.         .)-- A,-    Bo,         ^  =  A,  :    \\ 

(')   '^e  lecleiir  se  rappellera   ([ue  le  Iml  de  celte  collection   n'est  pas  de  dresser  un 
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[A,,  Ao,  A;,  fonctions  de  a  ;  B,,  B,,  B3  fonctions  de  |3  ;  les  courbes 

(A|,  Ao,  A3)  ou  (B,,  Bo,  B3)  sont  minima  et  de   plus  imaginaires 

conjuguées  l'une  de  l'autre  si  la  surface  est  réelle],  correspond  par 

les  formules 

I    X  =  A,  e'w—  |5j  e-'w^ 

(■2)  .    Y  z=  Ao  e'w—  n.,  e~'^\ 

où  fji  est  une  constante  réelle  arbitraire,  une  famille  de  surfaces  appli- 
cables sur  $,  avec  conservation  du  réseau  de  longueur  nulle  comme 
réseau  conjugué;  ces  surfaces  sont  dites  associées  à  la  première; 
rèci proqueineiit ,  deux  surf  aces  minima  applicables  sont  associées. 
Deux  surfaces  associées  se  recouvrent  dans  toute  leur  étendue  et 
peuvent  être  elVectivemenl  déformées  de  façon  continue  l'une  en 
l'autre;  les  deux  surfaces  o)  et  fj)-\-T.  sont  symétriques  par  rapport  à 

l'origine.    La    surface    particulière    oj  =  -   ou    (w  =  —  -j    est    dite 

adjointe  de  S.  Aux  points  correspondants  les  plans  tangents  à  deux 
surfaces  associées  quelconques  sont  parallèles,  et  les  éléments 
linéaires  correspondants  font  entre  eux  l'angle  constant  oj;  les  véci- 
proques  sont  vraies.  En  particulier,  pour  deux  surfaces  adjointes,  les 
éléments  homolooues  sont  rectanoulaires:  les  lisnes  de  courbure  de 
l'une  correspondent  aux  asjmptotlques  de  l'autre.  Au  cours  de  la 
déformation  continue  où  la  surface  S  décrit  le  cycle  complet  de 
ses  surfaces  associées,  chaque  point  de  S  décrit  une  ellipse,  car 
(a^o,  yoi  -^o)  étant  les  coordonnées  du  point  de  la  surface  adjointe 

(  ol»  =  -  j)  les  formules  (2)  peuvent  être  remplacées  par 

(3|  ,r„=  JÏA,  — B,),         .ri=/(A,— B.,),         z,^  i{k,—  V,;). 

i    'S.  z=  X  cosco  -^  .ro  sinco, 

(  4  )  •    ^  =  y  cos  oj  -h  'Va  si n  co , 

'    Z  =  3  cosoj  -T-  z-Q  sin  to. 


historique  complet  des  reclierclies  successives,  mais  de  présenler  la  synthèse  des 
résultats  acquis,  et  que  la  science  a  un  caractère  essentiellement  collectif.  Il  serait 
toutefois  injuste  de  ne  pas  signaler  la  part  prépondérante  qui  revient  au  géomètre 
français  O.  Bonnet  dans  le  développement  de  la  théorie  dont  ce  fascicule  et  le  pré- 
cédent ne  présentent  que  la  mise  au  point  réalisée  par  les  ell'orts  combinés  de 
plusieurs  générations  successives. 


lO  BERTRAND    GAMBIER. 

Aux  points  coirespondanl  dans  l'applicabilité,  les  rayons  principaux 
sont  les  mêmes,  car  RR'  :=  —  R-  se  conserve  d'après  Gauss. 

4.  Surfaces  de  translation  à  profils  de  translation  plans  situés  dans 
deux  plans  rectangulaires.  —  Soit,  en  axes  rectangulaires,  la  surface 
de  translation 

(i)  ./;=:U,  +  Vj.         .r=l,,         z  =  \,. 

Peterson  et  M.  Bianchi  [6]  ont  signalé  la  famille  à  un  paramètre  de 
surfaces  de  même  définition  où  a  est  une  constante  arbitraire 


(2)  i  Y  =  I  v'u:,^ (I  —  «^ )  -  h'^  du, 

\'.r  fh\ 

U|  et  U-y  sont  fonctions  de  a,  et  V|,  V^  de  r;  les  quadratures  qui 
interviennent  sont  les  mêmes  que  celles  relatives  à  la  déformation  de 
la  surface  de  révolution  d'axe  O y  ayant  pour  méridienne  la  courbe 
(Uj,  Uo,  o)  ou  celle  d'axe  Oz  ayant  pour  méridienne  la  courbe 
(V(,  o,  V2).  Les  asjmptotiques  d'une  telle  surface  s'obtiennent  par 
quadratures,  les  variables  se  séparant  :  si,  en  effet,  on  choisit  Ua 
et  Vo  comme  variables  indépendantes  //  el  r,  on  obtient  l'équation 

L  1'  du-  ^  \  'J  c/i'-  =  o 
pour  la  surface  (1). 

5.  Déformation  de  la  surface  tétraédrale.  —  C'est  à  M.  Tzitzéica[46] 
que  revient  l'honneur  d'avoir  signalé  ce  bel  échantillon  de  surfaces. 
M.  Jonas  [33]  a  signalé  de  belles  propriétés  nouvelles  de  leur 
déformation  sans  avoir  eu  connaissance  des  résultats  complets  de 
M.  Tzitzéica.  J'ai  moi-même  [18]  étudié  en  détail  la  déft)i'mation  de 
ces  surfaces.  La  sphère  S ,  x- -{- y- -i- z- =^  i  possède  00'  représen- 
tations paramétriques,  par  coniques  homofocales, 

,'       ^       ( À  T    a)  {[x  -h  a ) 


(l) 


1: 


(a- 

-  b'){a  —  c) 

(X- 

//)(fX  +  6) 

(6- 

-  a  )(ù  —  c } 

(  X  ^ 

-mix-^c) 

ic  —  n)ir  —  h) 
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À  et  [j.  sont  les  paramètres  curvilignes  ;  ri^  h.  c  sont  des  constantes  que 
l'on  peut,  sans  restreindre,  assujettir  aux  relations  r/  =  i ,  h  =zo.  La 
surface  téttw'drale  1 

admet  doncoo'  représentations  correspondantes,  ol)tenues  en  écrivant 

Il  I     j  il 

(3)  a^X-'  =  ./'.  ;i"Y-'=i-.  7-Z-'^;. 

Dans  chacune  de  ces  représentations,  le  réseau  "/.,  ;j.  est  conjugué;  la 
courbe  X  ^ /j.  est  une  cubique  asjmptotique  de  i,  enveloppe  suri 
du  réseau  conjugué  (A)  ou  (y.).  Ecrivons 

:l  :i 

X  =  A(À  -T-  af{u-     -  <■')-. 

("t'  \   Y  =  B(/.    -  by^iiJ.       h^'- . 

:i  :i 

Z  =  c  (  /.  -    c  )  -  (  [i.    -  r  )  - 

Si  nou:5  calculons  en  fonction  de  A,  B.  C,  a^  />,  c  considérés  comme 
données,  les  constantes  inconnues  A',  B',  C,  a',  h \  c  par  les  équa- 
tions 

(5)       A-«'-i-  l>-/>'-f-  C- <••'■=  \'-((''       l)'-//'-i-  (_;'-c'''         {i  —  o,  I.  li,  3,  4). 

on  a  une  solution  dépendant  d  une  constante  arbitraire,  et  la  sur- 
face 1'  correspondant  à  ces  valeurs  (A',  B',  C,  a',  b\  c)  est  appli- 
cable sur  i,  l'applicabilité  ayant  lieu  par  les  points  de  même  À,  ^i. 
Les  équations  (5)  expriment  d'ailleurs  \  égalité  (ou  la  symétrie)  des 
deux  cubiques  gauches  7.  =  y.  de  i  et  de  i',  enveloppes  de  courbes 
du  réseau  conjugué.  Au  fond,  la  propriété  est  le  développement  de 
celle-ci  :  la  cubique  gauche  A(/.  +  a)^,  B(/.  -f-  6)-',  C(X  H-  c)''  a  pour 
cône  directeur  de  ses  tangentes  un  cône  de  second  degré  inscriptible 
dans  un,  donc  x'  trièdres  trirectangies  ;  on  déplace  la  cubique  de 
façon  que  chacun  des  trièdres  trirectangies,  dont  les  faces  sont  oscu- 
latrices  à  la  cubique,  vienne  successivement  coïncider  avec  le 
trièdre  OXYZ.  Deux  surfaces  tétraédrales  —,  — ',  définies  par  leur 
équation,  (2)  pour—  et  analogue  avec  a'.  5',  y'  pour  i',  sont  appli- 
cables si  la  fonction  I 

(b  )  l  =   ^ !—         '^    '  '  '  — 


,.3;,,,. 
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a  la  même  valeur  pour  i  et  i'.  M.  Tzitzéica  et  M.  Jonas  ont  abordé 
ensuite  le  problème  plus  général  :  trouver  toutes  les  surfaces  défor- 
mées de  i;  c'est  cette  question  que  je  vais  essayer  de  résumer. 
Si  I  est  nul,  le  ds-  de  la  surface  est  réductible  à  la  forme 

(  7  )  (h-  =  (•  du-  —  A  II  il  II  (h-  —  ilv- 

que  i^on  sait  déforme?'  complètement  :  en  effet,  posant 

,  -,  II-  u 

(8)  —   ^ç=    H,,  --    =    ('i, 

^  V  -^ 

on  obtient  la  forme  de  Weingarten  [48] 

(  9  )  ds-  =-  du  'f  -  -  i{  ii\  —  î  '  '  f  )  ''^*'  ?  • 

La  méthode  de  VVeingarten  ramène  la  déformation  du  ds-  ('j)  ou  (9) 
.à  la  recherche  des  surfaces  telles  que 

il*')  ?'--?"=  \p,- 

0  et  p"  étant  les  rayons  principaux,  p  la  distance  de  Torigine  au  plan 
tangent.  L'équation  (10)  revient  à  intégrer  l'équation 

à-p        ..    ., 

et  à  prendre  l'enveloj)pe  du  plan 

(12)  (x  —  3).r  +  i{^  —  'j.)y  -^  (a[i  —  i)z.—p{\  —  aji)  r=  o. 

Si  I  n'est  pas  nul,  le  ds-  de  la  surface  est  réductible  à  la  forme 

( 1 3 )  ds-  :=  j  (u  du- -h-  ■>. ni  du  dv    i-  v  dv- ). 

4 

Déterminer  la  suijace  générale  représentative  de  (i3)  revient, 
d'après  la  méthode  de  VVeingarten,  à  déterminer  une  surface  (a) 
satisfaisant  à  l'équation  (avec  les  mêmes  notations  p',  p",  p) 

{i.\)  ?'  ?"p''  =  '«■'• 

La  surface  a  étant  lieu  du  point  (x,  y^  5),  soit  (^,  yj,  Ç)  le  pôle  rela- 
tivement à  la  sphère  x-  -\-y-  -\-  z-  =  m  du  plan  tangent  à  a  en  x,y,  z; 
ce  pôle  décrit  une  surface  (t')  satisfaisant  aussi  à  l'équation  (i4)) 
et  l'on  a  une  surface  —  représentative  de  (i3)   en   faisant    les  qua- 
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d  rature  S  > 

'  (.'  =  X-  -y'-—  Z-.         u  =  Ç- —  T,"-  -   T-. 

Les  caractéristiques  de  Vécjaation  (i4)  •^o/'^  ^'^-î  asyiuplotiques. 
Les  surfaces  tétraédrales  du  tjpe  I  7^  o  correspondent  à  une  qua- 
drique  Q  de  centre  O  :  P  étant  un  plan  tangent  au  cône  asymptote,  le 
faisceau  Q  -)-  XP-  ==:  o  fournit  00'  surfaces  tétraédrales  se  raccordant  le 
long  de  deux  cubiques  gauches  symétriques  relativement  à  l'origiiie; 
chacune  des  deux  génératrices  Q  =  o,  P  =  o  fournit  l'une  ou  l'autre 
de  deux  surfaces  parabolo-tétraédrales  ( //,  b  constantes,  ab  ^=^  m) 

(16)       X  =  i  u  —  a-  )- .  Y  =  (  r  —  h-  )'^,  7.  ^  ~[a{ii  —  a-  )  —  b ( c  —  h- )] 

applicables  sur  l'élément  (i3). 

L'équation  (i4)  possède  une  propriété  importante  :  une  transfor- 
mation affine  de  centre  O,  conservant  les  ro/nmes,  remplace  une 
surface  a  par  une  autre  surface  solution:  comme  une  rotation 
d'ensemble  de  o-  autour  de  O  entraîne  la  même  rotation  pour  l'en- 
semble 0-,  G-',  i,  il  ne  reste  cjue  cinq  paramètres  dans  cette  trans- 
formation ofe  i  :  la  surface  transformée  —1  s'obtient  par  trois  quadra- 
tures. Appliquée  à  une  surface  tétraédrale,  ceci  n'introduit  que  les 
deux  paramètres  c[ue  nous  avons  signalés  (choix  de  la  cubique 
asjmptoiique,  puis  déformation  le  long  de  cette  cubique  restant 
invariante),  parce  que  trois  paramètres  sont  absorbés  par  la  transfor- 
mation de  Q  en  elle-même,  un  système  de  trois  diamètres  conjugués 
se  transformant  successivement  en  les  divers  systèmes  analogues.  La 
surface  o-,  d'équation  xyz  =  i ,  d'où  m  =  3.  est  un  échantillon  curieux, 
pour  lequel  la  transformation  annoncée  dépend  de  trois  jiaramètres  au 
lieu  de  cinq. 

Sur  toute  surface  —  d'élément  (i3),  ou  sur  toute  surface  t 
solution  de  (i^)-,  les  asymptotiques  se  déterminent  par  cjuadra- 
tures. 

Introduisons  maintenant  une  simplificatnm  :  soient  deux  ds- 
du  même    type    correspondant   à   deux  valeurs    différentes  de  m,   à 
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savoir  m  et  m 

(i3) 

ds^ 

(  rv  ) 

ds'-i 

-  (  u  du-  ■—  ■>  m  du  dr  c  dv-  ), 

■i  ' 

-  (  «  c/S-  -+-  im  dn  dv  --  ?  rfr-  ).. 
4  ' 


On  peut  obtenir  toutes  les  surfaces  représentatives  de  (i3')  en  fai- 
sant une  homothétie  de  rapport  k  sur  les  diverses  surfaces  représen- 
tatives de  (i3),  ce  qui  se  traduit  par 

,  _         -         "'  [ ^  \' 


ds-  ^^  k-  ds^ 


71  =  Xu, 


L'homothétie  est  réelle  si  m  et  m  ont  le  même  signe  ;  sinon  /.  est 
imaginaire  pure.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  a?2  =  —  i.  Dans 
ces  conditions,  trouver  toutes  les  surfaces  représentatives  de  (i3), 
avec  m  —  —  i ,  revient  à  déterminer  toutes  les  solutions  de  l'équation 


(17) 


dx  d'i 


=  P^). 


,-20 


A  une  solution  0  connue  correspondent,  sauf  rotation  autour  de 
l'origine,  oo^  surfaces  (o-)  solutions  de  (i4)  (avec  m^ — i)  ainsi 
obtenues  :  le  système 


(i8) 


est  coniplèteineiit  intégrable,  en  vertu  de  (i^);  ce  système  (i8) 
admet  trois  intégrales  linéairement  indépendantes  ^,  r;,  Ç,  et  si  1  on 
écrit,  pour  définir  A 

d^z       dr,      dl 
dy.      dy.      dy. 


'H 

dy.-^ 

dy  dy               dj 

dad(^ 

=  e^, 

on 

dy~^  d^.  d^ 

(19) 

on  trouve  aussitôt 


A  = 


()^      dr,      dl 
d^      ¥i      T^ 


d\o^^  _  di) 
dy  dy 


cMoj^  _  d^ 
~d^  ~  d[i 


APPLICABILITÉ    DES    SURFACES    ETUDIEE    DU    POINT    DE    VUE    FINI.  l5 

OU  A  =  ce^,  où  c  est  une  coustante:  on  peut  prendre  c  z=^ —  i  à  condi- 
tion de  multiplier  Ç,  par  exemple,  par  un  facteur  convenable;  écrivons 
donc 


La  surface  (£,  r;,  Ç)  est  alors  solution  de  p'o 'z^' -f- i  =  o;  la  sur- 
face (j;,  Yi' ^)  polaire  réciproque  de  (;,  r^,  X.)  par  rapport  à  la 
sphère  x- -\-y- ^  z- -\- \  ^  o  s'obtient  aussitôt;  puis  les  variables 
f/  =  p  +  rr  -h  r-  et  r  =  x-  -\- y'^  +  z'-  ;  les  formules  (  i  5  )  donnent 
une  surface  i  de  cls-  (i3)  avec  m  =^  —  i  ;  les  paramètres  a  et  p  sont 
ceux  des  asjmptotiques  de  (;,  ry,  Ç),  {x,  y,  ;),  (X,  Y,  Z).  La  substi- 
tution linéaire  homogène  de  déterminant  i  sur  (i,  r,,  Ç)  définit  du 
même  coup  ■xi-'  surfaces  — .  L'intégration  du  système  (i8)  revient  à 
l'intégration  d'une  équation  de  liiccati,  car  la  connaissance  de  6* 
revient   à  déterminer  1   par   une   solution   connue   (D,   D',   D")   du 

Pour  une  sut  lace  à  courijure  totale  con- 


système  de  Gauss-Codazzi. 


stante,  on  a  de  même  à  intégrer  l'équation  - — r^  =  e^^  —  e  ^  analoeue 
3(17),  puis  un  système  com|)lètement  intégrable.  analogue  à  (  1 8). 
Or  toute  éc[uation  - — --x  =:f(0)^    où  /  est    une    fonction    connue, 

jouit  de  cette  propriété  importante,  remarquée  par  Sophus  Lie  pour 
les  surfaces  à  courbure  totale  constante,  que  la  solution  9  z=f(^a,  [3  ) 

fait  connaître  immédiatement  co'  solutions  nouvelles  9  =  /'(  ca,  '- j  j 

où  c  est  une  constante  arbitraire  :  le  pendant  de  la  transformation 
de  Lie,  des  surfaces  à  courbure  totale  constante,  est  donc,  ici,  cette 
transformation  (T)  de  Tzitzéica  :  nous  appellerons  T„  la  transfor- 
mation où  la  constante  /i  est  liée  à  c  par  la  relation  ~^  =  c^  ;  le 
système  (  18  )  ("st  remplacé  {)ar 


(iS') 


*;-'?      ai)  ôi 

I    T    n 

"    ' —    - — ■ 

-\ ■ — 

ôy.-         OoL  ôy. 

I  —  n 

d-^  ^         1  —  n 

,-0^    ;_ 

ai 


ô^-^ 


dOL 


,-0 


d0    à^ç 


où  0  est  restée  la  môme  fonction. 
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M.  Rianchi  [7]  avait  trouvé  en  18791a  transformation  complémen- 
taire des  surfaces  à  courbure  totale  constante  (transformation  à  un 
paramétre  faisant  correspondre  à  la  première  surface  connue  une 
autre  telle  que  la  congruènce  de  levxrs  tangentes  communes  soit  con- 
gruence  de  normales,  transformation  dépendant  d'une  équation  de 
Riccati).  Bâcklund  [1,  2,  3],  en  i883,  généralisa  la  transformation 
complémentaire;  ses  efforts,  combinés  avec  celle  de 'M.  Blanchi, 
aboutirent  à  la  transformation  générale  des  surfaces  à  courbure  totale 
constante,  dépendant  cette  fois  de  deux  paramètres,  toujours  obtenue 
par    une  équation  de  Riccati  :   si  l'on  appelle  L  la  transformation 

de  Lie  [38J     passage  de  0(a,  [3)  à  9^ca,  L  j  I    L~'  consistera  à  rem- 
placer c  par  -;  appelons  C  la  transformation  complémentaire  et  B  la 
transformation  générale  de  Bâcklund,  on  a 
{■ri)  B  =  LGL-i. 

Or  pour  les  surfaces  li,  a,  cr'  étudiées  ici,  M.  Jonas  a  imaginé  une 
transformation  (■)„  complétant  T,i  de  la  même  façon  que  la  transfor- 
mation B  de  Bâcklund  complète  la  transformation  L  de  Lie  ;  cette 
transformation  0,i  est  basée  sur  la  transformation  des  équations  de 
Moutard  imaginée  aussi,  avec  les  théorèmes  de  permulabilité,  par 
M.  Biaiichi.  Ici,  >,  T/,  Ç,  .r,  r,  g  sont  six  solutions  de  la  même  équa- 
tion de  Moutard 

où  9  est  solution  de  (17).  Nous  déterminons  une  intégrale  R  du 
système  (18'),  où  n  est  supposé  différent  de  zéro  ou  i  ;  les  trois  sur- 
faces (c,  T;,  "C)  (^,  J,  z)  et  (K,  Y,  Z)  sont  supposées  rapportées  à 
leurs  asymptotiques  (  a,  |3),  et  nous  calculons 


(■i/i) 


\    ""        /'  R    yV^  n)d'i    doc         y        njày.    à'i  \  ) 


puisrii,  Ç(,  )'),  3,  par  permutations  circulaires  ;  soit 

(  :<M  "  =  ^î  +  -'^î     -?î-  ''j  =  ■''•ï-+-.Vï=  ^j. 
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avec  formules  semblables  pour  Y,  et  Z,  :  la  surface  (X|,  \|,  Z,)  a 
pour  cls- 

(  '.17  )  ils-^  =;   7  (  ?' I  i^fH  j  ■ —  ->  (lu  I  dv  I  —  ('1  dv'\  ] 

I 

avec 

(28)  ciXi  =- (?|  «■///, —  ./■,  c/ci  ■),         /■/¥,  =  ....         c/Z|=.... 

L'obtention  de  .2,(X,,  \,,  Z,)  dépend  à  la  fois  du  choix  de  /i,  puis 
du  choix  de  R,  ce  qui  fait  trois  constantes  (au  lieu  de  deux  pour  la 
transformation  do  Bàcklund)  pour  la  transformation  0,^. 

Imaginons  maintenant  que  de  i  on  ait  déduit  par  une  transfor- 
mation 0„_  une  surface  ii,  puis  par  une  transformation  ©„__  une  sur- 
face ^2(/'i  '^2  7^  '  )  j  ^"^  obtient,  en  termes  finis,  une  surface  ^3  trans- 
formée à  la  fois  de  —,  par  une  transformation  0„_^  et  de  —2  pa''  ui^<? 
transformation  0„_  :  c'est  le  théorème  de  composition  et  perinu- 
tabilité.  Pour  /?,  «2  =  1 ,  il  faut  que  les  solutions  11,  et  Ro  satisfassent 
à  une  certaine  relation  numérique  convenable  entre  les  constantes 
dont  elles  dépendent,  et  cela  posé,  le  théorème  de  permutabilité 
subsiste,  mais  la  quatrième  surface  (^3,  j'3,  ^3)  dépend  dune  cons- 
tante arbitraire  et  s'obtient  par  une  quadrature.  Ce  dernier  cas  parti- 
culier, ji\  «0  =  1,  avec  la  restriction  convenable  surR,,  Ro,  jouit  d'une 
propriété  importante  :  écrivons 

—  1  est  supposée  correspondre  à  i  par  0„  et  R,  ;  —2  à  —  par  0,  et  Ro  : 

II 

de  la  sorte  i  correspond  à  ij  par  0,^  et  p^;  on  constate  que  i^  corres- 
pond à  i,  par  0,;  et  t-^,  de  sorte  que  le  cjcle  fermé  i— i^^o,  à  trois 
termes,  correspond  à  la  même  transformation  0„  et  trois  fonctions 
successives  R),  ^y  -rr-,  dont  le  produit  égale  an]  le  cjcle  inverse 

(3o)  1.    i:,.    i:,.    i: 

correspond  à 


H|      et      Ro 


H,        J_ 
R/      R,' 


le  théorème    sur   Li    composition  et   permut  bilité    montre    que    les 
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transformations  0,,,  0„  ,  (-)„ appliquées  successivement,- four- 
nissent à  partir  d'une  première  surface  connue  une  succession  illi- 
mitée de  surfaces  toutes  applicables  entre  elles,  dépendant  d'un  nombre 
croissant  de  paramètres  :  si  l'on  sait  intégrer  (  i8')  pour  une  valeur 
qiielconciue  de  n.  ces  surfaces  s'obtiennent  par  des  quadratures. 

Il  existe  enfin  une  surface  ij^  auxiliaire  qui  n'est  pas  applicable 
sur  les  surfaces  i,  telle  que  i  et  ii^  d'une  part,  puis  i,^  et  i,  cons- 
tituent les  deux  nappes  d'une  première,  puis  seconde  congrueuce  W 
[propriété  vraie  encore  pour  (i,  — 1:>),  puis  i,j,  ^2)]- 

i  et  D|  étant  obtenues,  i^  s'obtient  par  une  quadraluve^  de  soi'te 
que  la  transformation  générale  0„  peut  être  de  00'  façons  décomposée 
en  deux  transformations  asjmptotiques  ;  quand  io  ^>  elle-même  été 
choisie,  la  surface  i,2  s'obtient  sans  quadratures,  le  point  courant 
de  i,2  s'obtient  par  intersection  des  trois  plans  tangents  correspon- 
dants de  i,  i|.  i^.  Cette  théorie  exige  une  somme  énorme  de  calculs, 
pour  finalement  arriver  à  des  résultats  extrêmement  simples  et  élé- 
gants. Nous  verrons  plus  bas  comuicnt  M.  Bianchi  a  obtenu,  |)our 
les  quadriques  générales,  la  généralisation  de  ses  résultats  relatifs  à 
la  sphère  j? "-  +  >'- -|- :;-  =  dr  1  ;  il  était  indispensable,  pour  bien 
apprécier  l'importance  capitale  des  idées  de  M.  Bianchi.  d'indiquer 
un  autre  exemple  que  celui  des  quadriques;  les  surfaces  tétraédrales, 
grâce  à  la  profondeur  des  recherches  de  MM.  ïzitzéica  et  Jonas,  nous 
l'ont  offert;  depuis  le  résultat  définitif  obtenu  par  MM.  Gau  et  Gosse 
sur  l'irréductibilité  de  l'équation  de  Monge-Ampère  de  la  défor- 
mation, c'est  donc  dans  la  direction  de  M.  Bianchi  que  la  théorie  doit 
faire  des  progrès  :  si  un  ds-  quelconque  n'offre  pas  de  telles  défor- 
mations, il  serait  intéressant  de  déterminer  les  ds-  particuliers  qui 
les  offrent. 

Dans  la  classe  des  surfaces  étudiées  ici,  les  surfaces  tétraédrales 
jouent  un  rôle  exceptionnel,  ainsi  c{ue  toutes  celles  pour  lesquelles  o- 
et  a'  sont  réglées  :  elles  échappent  en  p.irtie  aux  transformations 
Indiquées  ici.  J'ai  étudié  moi-même  les  circonstances  élégantes  qui  se 
produisent  dans  l'applicabilité  les  unes  sur  les  autres  des  surfaces 
tétiaédrales. 

0.  Surfaces  à  courbure  moyenne  constante.  —  Un  autre  exemple 
de  déformation  curieux  est  celui  que  Sophus  Lie  et  Ossian  Bonnet  [12] 
ont  signalé  pour  les  surfaces  à  courbure  moyenne  constante.  Etant 
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donnée  une  surface  i  à  courbure  totale  constante  positive  --■,  les  deux 

surfaces  S|  et  So  parallèles  à  i.  obtenues  en  portant  sur  chacjue  nor- 
male la  longueur  -\-  a  ou  — ■  a  k  partir  de  son  pied,  ont  leur  courbure 

moyenne  constante  rr  -f-  ttt  =  -  ;  ces  deux  surfaces  sont  d'ailleurs  iso- 
K         11  a 

lliermic[ues  associées  :  leurs  lignes  de  longueur  nulle  correspondent 
aux  asymptoticpies  de  — .  Quand  on  applique  à  la  surface  i  la  trans- 
formation de  Sophus  Lie.  déjà  indiquée  au  paragraphe  précédent,  on 
déduit  de  i  oo'  nouvelles  surfaces  i',  et  par  suite,  ce'  surfaces  S', 
ou  S.',  :  les  surfaces  S,  sont  toutes  applicables  entre  elles  et  ont,  aux 
points  correspondants  dans  l'applicabilité,  les  mêmes  rayons  prin- 
cipaux, car   RPi'  est  le  même  en   vertu  du   lliéorème  de  Gaiiss,  et. 

d'autre  iiart,  -, — h  r-,  '!  la  même  valeur  -;  la  famille  S',  olFre  la  même 
'  l\         Iv  a 

particularité. 

Cette  transformation  des  surfaces  Si  ou  So  dépend  d'un  paramètre; 
au  cours  de  la  déformation,  il  n'existe  pas  de  réseau  conjugué  per- 
manent. A  signaler  que  dans  la  famille  de  surfaces  déduite  de  i.  on 
trouve  une  surface  (réelle)  et  une  seule  i'.  qu'Hazzidakis  [30]  a 
signalée,  dont  les  lignes  de  courbure  correspondent  à  celles  de  i;  la 
surface  S',  correspondante  admet  avec  S) .  comme  réseau  conjugué, 
celui  des  lignes  de  courbure. 

La  transformation  de  Sophus  l^ie  îles  sut  faces  à  courbure  totale 
constante  n'est  pas  une  applicabilité;  elle  a  été  déjà  signalée  au  para- 
graphe précédent;  elle  le  sera  de  nouveau  dans  le  paragraphe  con- 
sacré aux  résultats  de  M.  Bianchi;  il  importe  de  bien  séparer  les  deux 
points  de  vue  distincts  auxquels  on  peut  l'envisager. 

Considérons  une  surface  —  à  courbure  totale  constante  négative. 
égale  à  ( —  i  j,  rapportée  à  s(îs  lignes  asymptotiques  y..  (3,  et  si  repré- 
sentation sphéricjue  (7,  donnant  les  ds,'-  respectifs 

i    I  —  I     (/\-  =  d'j.'-   -  d'j- —  i  cos'.  (0  /Ix  c/'j. 
1(7)     //'j-  =.  d'j:-  —  d'^j- —  1  cosvc'j  dy.  d  ■^j 

avec  l'êquation  de  condition 

(  :>.  )  -; — T7   ---  sino;  rosoj. 

A   une  solution  0)(^,  1^  )  de  (2),  correspond  le  pointée,  c',  c),  qui 
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décrit  (7.  par  le  système  complètement  intégrable 

(Jcf.-  aoL  (jy.      "  "  SI  112(0  t/,j 

\^  }  \     -T rj-  ■ —  0  COS'i  w   =  o. 

à-  0        ,^  '  à[i     âO         ai)     à  ^       .   . 

1  ^^7-    -      0 ' ; 77—71  l01i(  S11T2  0)  )  =  O. 

yp-  sin.), (0  do.         â[j  dp 

L'intégration  de  (3)  revient  à  une  équation  unique  de  Kiccati. 
On  obtient  ensuite  le  point  [x,  y,  z),  qui  décrit  i  par  les  formules 
de   Lelieuvre.   c'est-à-dire  par   trois   quadratures.    La    remarque    de 

Sophus  Lie  consiste  à  remarquer  que  fiji^oj  (ta,  -j  est  une  nou- 
velle solution  de  (2),  quelle  que  soit  la  constante  t.  Si  nous  adoptons 
cette  valeur  nouvelle  W|,  e/i  conservant  les  mêmes  a,  |3,  on  a  les  ds- 
nouveaux 

^   (  il  j     dsj  =  (/a-  -I-  d'^'-  -r-  2  COS2  tO;  da  d[j. 

/   (  7|  )     di'j  =  da-  H-  <r/[5- —  i  cos.ico,  dy.  d'p. 

On  a  ainsi,  une  fois  —1  obtenue  par  la  nouvelle  équation  de  Riccati, 
une  correspondance  particulière  entre  ^  et  i,  qui  conserve  les 
lignes  asymptotiques,  les  lignes  de  courbure 

(  i<  :=  a  +  jî ,    i'  :=  a  —  [î,   ds-  =  co^-  w  du-  -+-  sin-  to  dv- ), 

mais  c/ui  cJiange  l'' angle  des  asymptotiques. 

On  peut,  au    contraire,   sur  la   surface  ij    considérer  le  point  de 
coordonnées 

(4)  "''^y'       i^i  =  ^P' 

de  sorte  que 

(5)  (.J,(a,,   i3i)  =  w//ai,  -^j  =  to(a,   [i). 

Remplaçons  dans  (i'),  a  et  (3  par  a,,  [3i  :  on  a  les  ds-  respectifs 

(   d<x'-,    :    <5?3r -4-  Ji  cos>.  «)|  fa,,  [j,  )  r/a,  (^[^i,. 
(  I   ) 

f   da.'^   1    c/[ii'f  —  ■>,  cos  2  oj  I  (  0: 1 ,  'j  I  ">  r/a  I  c/[3 , . 
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Remplaçons  malnlenanl  a,  et  [3,  par-,  tp\  on  a 

l   (Is'j  =  — t-  d'i)-^-  ■}.  cosiojf'a.  'i)  da.  d-p. 

/   c/7j  =^  — —      -  /-  d  j- ^—  i  cos>(o(a.   [j  )  ^/a  (^/ j. 

Celte  fois  on  a  ainsi  réalisé  par  les  points  de  même  a,  p  sur  —  et 
sûr  i|  une  correspondance  conservant  les  asjmptotiques,  leur  an^le 
et  les  aires  :  sur  ^  on  a  une  double  infinité  de  losanges  de  même 
côté  /  découpés  par  les  àsjniptotiques 

7..      JC  rr  /,      X  zb  •>.  /,      .    . ,      'j.z^  iil 

;j.      -^±1.      |3r=^/.      ....      '^zriil 

Dans  la  correspondance  nouvelle  entre  i  et  i,  ces  losanges  sont  rem- 
placés par  Ae&  parallélo grammes  de  nit^-me  côté  -  (  sur  les  asyniplo- 

liques  ^5=:const.),  /^  (sur  les  .;sjmptotiques  a  =  const.j.  Sur  les 
représentations  sphériques,  on  a  le  résultat  analogue,  sauf  que  les 
lignes    a,    ,3    ne    sont  pas    asjmptotiques.    Les  lignes    de    courbure 

3(,  rh  (3,  =  const.  dei)  ont  pour  boniologue  les  courbes  -  zb  ^  j5  =  const. 

de  i  qui  ne  sont  pas  lignes  de  courbure,  sauf  pour  la  valeur  ^  =r  zb  /, 
(jui  donne  la  transformée  d'ilazzidakis.  C'est  à  ce  second  point  de  vue 
que  Ton  étudie  la  transformation  de  Sophus  Lie  pour  les  surfaces  de 
Bonnet-Lie  et  pour  les  surfaces  de  Voss;  c'est,  au  contraire,  au  pre- 
mier point  de  vue  que  l'on  se  pi  ce  di.ns  la  déformation  des  qua- 
driques  de  M.  Bianchi.  Il  importait  de  bien  caractériser  la  difFéroace 
des  pojnts  de  vue,  car,  suiv.ait  les  circonstances,  chaque  auteur 
adopte  l'un  on  l'autre,  en  oiiblianl  j)resque  toujours  de  prévenir  le 
lecteur  du  choix  i;dojité. 

Dans  le  c,:s  de  I.;  Ir.insform  ;tion  de  Bonnet-Lie  pour  les  surf.ices  à 
courbure  moyenne  constante,  il  est  -nécess  .ire  poui"  la  réalité  que  Ja 
surfice  à  courbure  totale  constante  i  de  dépr.rt  soit  à  courbure  totale 
posi/i\e  :  il  suffit,  d.ins  les  formules  qui  précédent,  de  supposer  y. 
et  (3  luiagjn, sires  conjuguées,  w  innigincire  pure  et  de  fiire  sur  i  une 
homothétie  de  rapport/:  li  constante  /  doit  avoir  l'unité  pour  module. 
On  pourra,   [loiir  éviter  l'emploi  des  im.igin  ;ires.  écrire  le  ds'-  de  — 


et  (7  sous  la  forme 
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(is-  =  cil- 10  du-  H--  sh-  M  dv-, 
di-^=  s\\'-o)du-   ■    ch-oidu-, 
()'-  o)        d-  oj         I 


La  transformation  de  Soplius  Lie  {  premier  point  de  vue)  consiste  à 
prendre 

(  7  )  oj|  (  //,  (')  ^  (o[  //  cos  y.  —  r  sin  a.   «  siu  a        r  cos  x]. 

Le  second  point  de  vue  consiste  à  écrire 


(  s  ) 


^  (Oi  I  //,.  r,  )  ==  w(  II.  r  ), 

/    }/i=//COsa  —  csiua.  Ci  =  // sin  a -t-  r  co^  a. 


Les  surfaces  S|  et  So  ont  pour  ds- 

(  9)  ds-  =:  e='-^(dii'-  -;-  «Yc-}. 

La  transformée  d'Hazzidakis  correspond  à  a  =  ±:--  La  forme  (9) 
montre  que  la  correspondance  entre  le  point  («,  v)  de  S,  et  le  point 
{u^.  r,)  de  S'j  obtenu  par  (8)  est  ])ien  une  application. 

7.  Déformation  avec  conservation  des  rayons  principaux.  —  Clet 
exemple  de  déformation  à  un  paramètre,  où  les  rayons  de  courbure 
principaux  se  conservent,  n'est  pas  le  seul;  nous  avons  vu  que  chaque 
famille  de  surfaces  minima  associées  donne  cette  circonstance  (cette 
fois  avec  un  réseau  conjugué  permanent);  il  existe  encore  une  série 
d'autres  exemples,  étudiés  par  Ossian Bonnet  [1 '2  |,  puis  Hazzldakis  [3!] 
et  M.  Servant  [45],  mais  on  n'obtient  alors  que  diverses  famiHes  de 
surfaces  toutes  imaginaires  à  un  paramétre,  bien  que  leur  ei^-  convienne 

à  des  surfaces  réelles  :  je  cite  en  particulier  le  <^/5- simple  (  — — -\    du  dv , 

où  U  et  V  sont  fonctions  arbitraires,  respeiuivement  du  seul  a  ou  c  et 
qui  donne  la  famille  de  surfaces  dépendant  du  paramètre  t  : 


avec 

I  ■>.  ) 


r^     / 


-[oJi  I  -+-  'il-  )  —  /■] 
■À 


(v  -f-  t')(  Il  —  I  ) 


j  (c^  ty  ~J  (u  —  ty 


/  I  (•      /  )-     .  /  (  /'  —  fy-\ 
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On  remarquera  ([ue  U  =^  iu'-,  \  =  —  m-  cIduiic 
ds'^  =  —  (  u  —  t'  )-  r/t(  f/r, 

et  en  remplaçant    u.  v   par  A-|-/B  et  A       fB,  on  a  le  ds'  caracté- 
ristique des  surfaces  développées  de  surface  minima 

Quand  le  paramétre  t  augmente  indéfiniment,  on  obtient  la  surface 
limite 


//  -I-  I'  A 
i 


('4)  /\,^^  I  \^  ,lv        I  l-^dii.  ■%  =  /  /  \  r/r—  i  I  \    du. 

8.  Déformation  où  une  série  de  lignes  de  niveau  reste  lignes  de 
niveau.  —  M.  Goursat  [!28J  a  signalé  ce  cas  intéressant;  je  l'ai  moi- 
même  retrouvé  par  une  méthode  plus  simple.  Prenons  une  surtace 
développable  D  arbitraire  et  traçons  les  sections  de  D  par  une  série 
de  plans  parallèles  choisie  arbitrairement  :  par  exemple,  les  plans 
z  =z  const.  ;  déplaçons  chaque  section  de  cote  z,  [)arallèlement  à  O^. 
perpendiculaire  à  ces  plans,  de  façon  à  lui  donner  une  nouvelle 
cote  Z.  où  Z  est  une  fonction,  /(:■)  arhàiai/e:  la  surface  S  ainsi 
obtenue  possède  la  propriété  d'admettre  une  déformation  continue  à 
un  paramètre  où  les  lignes  de  niveau  :;  =  const.  restent  lignes  de 
niveau;  on  remarque  que,  dans  le  passage  de  D  à  S,  chaque  généra- 
trice de  D  devient  une  courbe  plane  dans  le  plan  projetant  horizon- 
talement la  génératrice;  ces  courbes  planes  donnent  sur  S  les  lignes 
conjuguées  des  courbes  :;  =  const.,  et  au  cours  de  la  déformation 
annoncée,  ce  système  conjugué  reste  conjugué.  La  surface  S  est  sus- 
ceptible d'être  représentée  par  les  formules  paramétriques  mettant  en 
évidence  ce  système  conjugué  (::),  (a  ) 

(   ./•  =^f(z)   6(a)  -+-   -/^(a). 
(i)  I   y  =/(;s)0|(a.)^T,,(rt), 
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avec  Içs  relations  ditrérentielles 

^"'  i)\(a)  ~    0'(rt  )" 

Les  défoiDiées  s'obtienneul  en  écrivant 

(3)  !  Y=./(::)ë,(«)---n,(a), 

où  ;i   est  une  constante;   les  fonctions  9 (a),  9,  (a),  -0(^1).  y),(a)   se 
c  (Iculent  par  les  formules 

•  0  =r  p  cosoj.  0|  =:=  p  si  moi 


(/)  I  ^/(o  _  V  ( 0^  —  0=/—  fi) ( 6'^ --  0',^ )  —  ( 66'-^  Oj 0;  y- 


r 


On  peiil  remarquer  ({ue  cet  exemple  comprend  un  j^rand  nombre 
de  C-;s  connus  (  surfaces  de  révolution,  surfaces  moulures,  surfaces  de 
translation  à  profils  plans  d^ins  deux  plans  rectangulaires,  surfaces  de 
Peterson  ayant  un  système  conjugué  doublement  de  Kœnigs  :  ces 
dernières  surfaces  s'obtiennent  en  .jnnvilant  r,.  yj,,  ti,  r/,). 

9.  Couples  isolés  de  surfaces  applicables.  —  .le  cite  quelques 
exemples  simples  de  couples  isolés  rem.irquables. 

Soit  une  surfùce  de  translation  S  telle  que  les  cônes  directeurs  des 
tangentes  à  chaque  profil  de  translation  A  ou  B  soient  liomofocaux; 
il  lui  correspond  une  déformée  unique  S,  de  même  définition,  telle 
que  le  profil  A,  admette  pour  côiie  directeur  de  ses  tangentes  le  même 
cône  que  H  et  in\ersement  B,  que  A.  Peterson  [  ii^]  a  le  premier  cité 
ces  couples  :  j'eti  ai  moi-même  repris  l'étude  [20]. 

De  même,  soit  une  surface  qi/e/congue  ^  de  courbure  totale  cons- 
tante —  ;  j)ortons  sur  ch;;que  norm.de  à  2Î  une  longueur  constante  /;  : 

on  obtient  ainsi  une  surface  S;  S  admet  une  seule  déformée  S,  telle 
(lue  le  l'éseau  de  courbui-e  soit  resté  de  courbure;  Si  est  parallèle,  à 
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la  dislance  constante  a,  d'une  surface  i)  à  courbure  totale  con- 
stante j-  :  par  une  honiothétie  convenable,  i  et  i,  deviennent  trans- 
formées d'Hazzidakis  Tune  de  l'autre.  J'ai  donné  cet  exemple  [19]. 

J'ai  donné  divers  .lutres  exemples  déduits  de  la  tliéorie  des  méca- 
nismes ;  Peterson  a  donné  aussi  d'autres  exemples  curieux. 

10.  Parallélisme  de  Peterson,  réseau  conjugué.  —  Soient  deux 
surfaces  S  et  S|  applicables  :  si  l'on  écarte  le  cas  de  deux  surfaces 
réglées,  la  correspondance  ponctuelle  résultant  de  leur  application 
fournit  un  réseau  conjugué,  et  un  seul,  foi^mé  de  deux  familles 
distinctes  ;  prenons  ces  courbes  pour  lignes  de  coordonnées  w,  v\ 
l'équation  de  Laplace,  relative  à  ce  réseau,  est 

d-^^ ^  /r  —  _  F  '^  ^  — "_  /f  -^  —  F  ^  \  -  - 

"^         àuâv        •.,  H^  V  ''^''  à"  /  au        iW-  \     âfi  àv  )  ,h-  ~  "' 

Elle  est  la  même  pour  S  et  S| ,  admet  pour  solutions  x,  y\  z.  Xy.  Yi,  z^^ 
et,  en  vertu  d'un  théorème  de  G.  Kœnigs, 


Une  surface  S',  parallèle  à  S  suivant  le  réseau  conjugué  en  jeu 
au  sens  de  Peterson.  est  définie  par  les  étjnatioiis 

(  -À  )  dx'  =  P  -^  du  —  Q  ^— ■  ^l^'-         ^y'  ^  •  •  •  1         dz'  =  .  . . , 

au  oc 

où  P  et  Q  satisfont  aux  équatinns 

,n  ;  \ 

>-P)  =  o, 


<)P 

I 

/^.àE 

âif 

dv 

'.H^' 

V-'Tk-  - 

^'^  ''^i^_.l_(E'^_F'^),P-.,; 

du        ■>.  H-^  \     du  âv  /  ^  ^ 

et  S   admet  pour  ds- 

(  4  )  ds'-^  =  P2  E  du'  -  -2  PO  F  dit  dv       (  )J  (  '.  dv' . 

Mais  alors,  avec  les  mêmes  P  et  Q.  on  obtient  une  surface  S,  paral- 
lèle à  S|  suivant  le  réseau  («,  i')  applicable  sur  S' avec  le  réseau  (u.  c) 


àiî 

ôîl 

au 

0  = 

'ô7(. 

ôr 
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conjugué,  par  les  quadratures  analogues  à  (2) 

(5)  ./y,=.p'^d..-:q'^d,,         cly\^....         dz\^.... 

Suivant  que  le  réseau  R  correspond  à  00'  déformées  de  S  ou  à  une 
seule,  le  par.sUélisnie  au  sens  de  Peterson  donne  00'  ou  une  seule 
déformée  de  S'.  L'élimination  de  l^  ou  Q  entre  (3)  conduit  à  l'une 
ou  l'autre  do  deux  équations  de  Lapiace  pour  déterminer  P  ou  Q  : 
si  P  est  calculée.  Q  s'obtient  sans  quadratures  parla  première  équa- 
tion (3).  11  vaut  souvent  mieux  opérer  ainsi  pour  sauvegarder  la 
symétrie  :  soit  <I>  une  solution  quelconque  de(i)  (<I>  pourra  être  l'une 
des  -j  solutions  signalées).  On  peut  remplacer  les  inconnues  P  et  Q 
par  la  seule  inconnue  il  telle  que 


(6)  P  = 


et  la  nouvelle  fonction  inconnue  i^  est  simplement  assujettie  à  vérifier 
l'équation  de  LapJace 

,  d-^Q I      /     OG  <JE\   J^    àQ 

^^'*  àndi^        -iH-^y'àN  ~      dï')~d¥du 

du 

I     /.,dE        ^dG\  Tu    dQ 
>H^  \      dv  du       i)>\^    âv 


Cette  propriété  permet  de  décomrir  la  transforiuée  d'Hazzidakis 

d'une  surface  —  à  courbure  tolale  constante    -  :  on  peut.  i)ar  liomo- 

a-  '  ^ 

thétie,  prendre  a  =  1  ;  i  est  applicable  sur  la  sphère  unité  S,  de  sorte 
que  le  réseau  C  des  lignes  de  courbure  reste  ortliogon.d,  donc  con- 
jugué; la  représentation  sphériquc  S'  de  i  est  une  sphère  unité  paral- 
lèle à  i.  au  sens  de  Peterson,  suiv.nit  le  réseau  C;  donc,  à  .S  déformée 
de  ^  sur  ce  réseau  conjugué  C  correspond  un<'  surface  — '.  par.^llèle 
à  S  suivant  ce  réseau  et  applicable  sui'  S',  donc  à  courinirc  constante 
unité  et  réelle;  2]  et  i'  se  correspondent  avec  conservation  des  lignes 
de  courl)ui"<';  i  et  i'  sont  déterminées  intrinsèquement  par  les  trois 
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formes  fond.uiientales 

/  S  d.r-       =  cil-  Y  du-  --  sir-  :p  d^--, 

(  2  )                                         <  S  de  dx  =  sh  9  ch  s  (  du^  -i-  f/c^  ^^ 

'  S  de-       =^  sW- z>  diC-    -  ch'-ç  dr-. 

i  S  r/.r-      =  sh-  s  f/?/-  —  cli-  ç  r/p-, 

(  S' )                                        <  S  ('/c  r/.r  =  sh  cp  ch  9 ( du-  -\-  dv-). 

(  S  de-       =  ch-  cp  du-  -i-  sh-  9  r/c- , 

o  étant  solution  do  l'équation 

Ou-        dv- 


li  c  cil  z,  =  (). 


On  reniarqueia  que  si  i  est  réelle,  mais  à  courbure  totale  constante 
négative,  I^'  devient  imaginaire  avec  deux  coordonnées  réelles  et  une 
autre  imaginaire  pure. 

Cel:7  permet  aussi  de  démontrer  qu'en  dehors  des  surfaces  de  révo- 
lution ou  des  surfaces  mouluio  de  Monge,  si  deux  surfaces  S  et  S| 
sont  applicables,  le  réseau  de  courbure  se  correspondant,  Li  surface  S 
admet  même  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure 
qu'une  surface  à  courbure  totale  constante  (positive  si  S  et  S|  sont 
réelles  toutes  deux).  En  effet,  la  sphère  5,  sur  laquelle  on  pi'end 
l'image  sphérique  de  S,  est  parallèle  à  S  au  sens  de  Peterson;  donc 
la  déformée  connue  S|  de  S  entraîne  une  déformée  (t,  de  s  suivant  un 
réseau  rectangulaire  :  a,  est  à  courbure  totale  constante  et  parallèle 
à  S(  ;  en  renversant  les  rôles  de  S  et  S),  on  retrouve  la  Iransformé'e 
d'Hazzididvis  ude  U)  ;  d'ailleurs  s  n'admet,  suivant  le  réseau  image  des 
lignes  de  courbure  de  S,  qu'une  déformée  (Tj,  sauf  le  cas  réservé. 

11.  Réseau  conjugué  persistant  dans  une  déformation.  - —  Si  nous 
considérons  un  d.s-  connu  a  priori,  il  est  facile  de  voir  qu'un  réseau 
connu  intrinsèquement  ne  pourra,  en  général,  jamais  devenir  con- 
jugué; en  effet,  ce  réseau  étant  pris  comme  réseau  de  coordonnées, 
E,  F,  G  sont  connus  et  l'on  essaie  de  trouver  une  solution  des  équa- 
tions de  Gauss-Codazzi  où  o=zo.  L'équation  ôo"=K(EG  —  F-)  (avec 
les  notations  constamment  employées  ici)  permet  de  ne  garder  que 
l'inconnue  â  qui  se  trouve  ainsi  déterminée  par  une  équation  aux  dif- 
férentielles totales,  en  général  sans  solution.  Ainsi,  si  le  réseau  est 

MlîM.    DES    se.    MATH.    N"    ."il.  2 
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celui  des  lignes  de  longueur  nulle,  on  a 

E  =  G  =  o 

et  Gauss-Codazzi  donnent  ô=  U,  ô "  =  V,  où  U  et  V  ne  dépendent 
respectivement  que  de  a  et  p;  ou  a  ensuite  la  condition 

du  ai'        V   ou    dp 

qui  n'est  pas  une  identité  et  oblige  F  à  être  d'une  forme  particulière  : 
on  retrouve  ainsi  l'élément  caractéristique  convenant  à  une  famille  de 
surfaces  minima  associées.  Oi>  obtient  ainsi  la  notion  de  réseaux  qui 
peuvent,  au  cours  de  la  déformation,  devenir  conjugués  o,  i,  2 
ou  00'  fois.  Rapportons,  en  effet,  une  surface  S  à  un  rése  u  conjugué; 
on  a  alors  ô'  =  o  ;  il  s'agit  de  savoir  si  l'on  peut  trouver  une  nouvelle 
solution  (  ô,  o,  à")  des  équitiotis  de  G  uss-Codazzi,  distincte  de 
(ô,  o,  ô")  relative  cà  la  surface  S  donnée;  on  peut  poser,  avec  une 
unique  inconnue  1, 


(0 


ô  =  Xo. 


On  a  les  deux  équations 


(2) 


do 


)    I   (° 


/   2 


do" 
au 


\  I2|.„ 


22 
I 


En  écriv.mt  que  là  et  y  sont  nouvelles  solutions  de  (2),  on  a 


0  /i\       (22)  S  /  I        .\  àl       (  II     S" 


En  prenant  la  nouvelle  inconnvie  v  définie  par 

(4)  ^--^'^l' 

on  remplace  (3)  par 

fS'j  -— =  — 2(v+i)  M      h^,    >         X" '="' 

-     '  du  ^  L  (    M  <^  J  ^'^ 

La  condition  d'inlégrabilité  s'écrit 

,         [  ^  r^  ^' '  Al  _ -^  D^^^' 11 

^^'       \i)u  Y\   2   (o'J         dvW    I  (ô"J 


__       l   I  I    1   (  22  )  ^^     (^ 

^'^\   'x\\    \\^  d'v 


0 


'M 


22/^1 

I  \oy 
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Si  le  coefficient  de  v  dans  cette  équation  (5)  n'est  pas  identi- 
quement nul,  cette  équation  (5)  fournit  une  seule  valeur  de  v,  donc, 
au  signe  près  {ce  qui  indillère),  une  seule  de  1  et,  suivant  que  cette 
valeur  de  v  ne  satisfait  p;  s  ou  satisfait  aux  équations  (3'),  il  n'existe 
pas  ou  existe  ii/ie  surface  noui'el/e  où  le  réseau  (  n,  c)  est  encore  con- 
jugué. 

Si  Von  a  simultanément 

.  d\\\\\o'\  (^r(22)o"l  (II)   (22/ 

il  existe  une  déformation  continue  à  un  paramètre. 

Il  est  très  remarquable  de  signaler,  qu'en  supposant  o'  =  o,  o"n  a 

(22)  Ô  _       (  12)'  (  II  )  ô"  (  12)' 

^^^  |iK~~U)'      )2(y=-/i(' 

les  symboles  accentués  de  Christoffel  se  rapportant  à  la  représen- 
tation sphérique  de  la  suiface,  c'est-à-dire  formés  avec  la  troisième 
forme  fondamentale  S  c/c-  au  lieu  de  \\  première  S  dx- ,  de  sorte 
que  (3')  et  (5)  peuvent  s'écrire  sous  forme  plus  simple 

(8)  =  2(v  4-1)  '    ,  =  -2  7 

OU  \i)  dv  (    I 

,    ,  \  à  \\iX        à  \vi\^  (i2)'f  12)'        d  (12)' 

de  sorte  que  la  propriété  du  réseau  ne  fait  intervenir  que  sa 
représentation  sphérique  :  c'est  une  nouvelle  démonstration  de  la 
propriété  du  parallélisme  de  Peterson  signalée  au  paragraphe  pré- 
cédent. Déterminer  en  particulier  toutes  les  familles  à  un  paramètre 
de  sui faces  applicables  avec  réseau  conjugué  permanent,  revient  à 
déterminer  tous  les  réseaux  sphériques  tels  que 

,     ,  à  (12Y       â  (12)'        (12)' (12)' 

Les  équations  (6)  et  (10)  font  immédiatement  découvrir  une  classe 
importante  de  surfaces  S  indiquées  la  première  fois  par  Voss  [4-7]; 
les  équations 

,    .  (11)  (22  ) 
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expriment  que  les  lignes  c  =  const.  et  u  =  consl.  sont  géodésiques; 
elles  entraînent  (6)  :  (/ojic,  si  une  surface  admet  un  réseau  con- 
jugué formé  de  géodésiques  dans  les  deux  familles^  elle  admet 
une  déformation  continue  à  un  paramètre  où  ce  réseau  reste  con- 
jugué [  Voss  etGuichard  ont  étudié  ces  surfaces  (')  sans  avoir  remar- 
qué cette  déformation  continue  à  un  paramètre,  qui  n'a  été  signalée 
qu'après  développement  de  1a  théorie  exposée  dans  ce  paragraphe, 
développement  dû  surtout  à  M.  Blanchi]  ;  les  deux  équations  équiva- 
lentes à  (i  i) 

^"  ^  (  I  j  ~  '      \  'i  \~ 

expriment  que  le  da-  de  la  sphère  (i)  est  réductible  à  la  forme 

du-  -î-  f/c-  —  2  cos  i  w  du  dv 

qui  montre  aussitôt  [voir  §  6),  qu'il  existe  aussi  une  surfice  i  à 
courbure  totale  constmte  dont  le  ds-  est 

du-  -r-  di'^  -+-  ■}.  cos -2  w  du  dv  ; 

i  admet  aussi  (ct  )  pour  représentation  sphérique  et  tes  lignes  (  m,  v  ) 
sont  asyniptotiques  de  i  :  les  réciproques  sont  vraies.  Li  défor- 
mation continue  de  S  revient  à  \\  transformation  de  Bonnet-Lie 
pour  i  (prise  au  sens  où  l'angle  des  asyniptotiques  et  les  aires  se 
conservent).  Ceci  suppose  toutefois  que  les  lignes  m,  v  géodésiques 
de  S  ne  sont  pas  les  géodésiques  singulières  constituées  par  les  lignes 
de  longueur  nulle,  mais  dans  ce  cis  on  a  les  surfaces  minima. 

On  a  ensuite  une  nouvelle  classe  de  surfaces  intéressante,  en  sup- 
posant que  l'on  a  simplement 

(,.)  j  ■;;  =  „. 

Les  lignes  r  =  const.  sont  géodésiques,  uiais  non  les  lignes  u. 
M.  Bi;inchi  a  étudié  ces  surfaces. 

Pour  les  trois  classes  ainsi  obtenues,  suivant  que  le  réseiu  conjugué 
permanent  comprend  2,  i  ou  o  familles  de  géodésic|ues,  il  y  a  une 
|>ropiiété  importante  à  signaler,  qui  se  rattache  intimement  à  l'étude 

(')   Depuis  la  ivdaclion  de  ce  fascicule,  j'ai  public  aux  Acta  matheniatica,  t.  51, 
i<)37,  p.  S3-i3i,  un  Mcinuiie  détaillé  sur  les  surfaces  de  Voss-Guichard  [l'ibis]. 
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de  la  déformation  iniininient  pelite,  à  la  théorie  des  12  surfaces  de 
D,;rboux  [17]  et  aux  autres  travaux  de  M.  Bianchi  [8]  sur  les  con- 
gruences  W.  On  appelle  congruence  \\  une  congruence  rectiligne 
telle  que  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  les  lignes  asjmpto- 
liques  se  correspondent;  parmi  elles,  il  j  a  une  classe  importante  W 
telle  qu'aux  points  homologues  déterminés  sur  les  nappes  focales  par 
chaque  rajon  de  la  congruence,  la  courbure  totale  des  deux  nappes 
soit  la  même;  on  constate  que  si  l'on  prend  pour  lignes  de  coor- 
données les  asjmptotiques  de  la  nappe  focale  i.  cette  courbure  com- 
mune peut  s'exprimer  sous  la  forme 

03)  K=  ^— '^-^ — ^  ■> 

et  /éci/froguenienl  :  dans  la  théorie  des  12  surfaces,  résultant  de  la 
déformation  infiniment  pelite  de  i,  il  existe  une  surface  S  correspon- 
dant à  i  par  plans  t:ingents  parallèles,  de  sorte  que  le  réseau  asymp- 
totique  de  i  se  li^ansforme  en  un  réseau  conjugué  de  S,  tandis  que  la 
surface  — ',  seconde  nappe  de  la  surface  focale  de  la  congruence  W, 
esl  celle  que  Darboux  associe  à  i;  S  est  déformable  à  un  paramètre 
avec  conservation  du  réseau  conjugué.  Si  9  et  ^  sont  constants,  on  a 
pour  i  une  surface  à  courbure  totale  constante;  si  q  seul  est  constant, 
on  a  la  seconde  classe  indiquée  plus  haut  (l'hélicoïde  minimum  est 
une  telle  surface  i),  et  si  m  cp,  ni  '];  ne  sont  constants,  on  a  la  troisième 
classe;  on  peut  alors  supposer  0:=^u,  <ii  ^^  ç.  Si  —  est  paraboloïde 
hyperbolique  équibitère,  on  obtient  les  surfaces  de  translation  à 
profils  plans  dans  deux  plans  rectangulaires;  si  i  est  conoïde  droit, 
on  obtient  les  surfaces  de  M.  Goursat  avec  une  série  de  lignes  de 
niveau  persistantes. 

D'autre  part,  à  chaque  surface  —  de  cette  classe  étudiée  ici  (équa- 
tion i3),  correspondent  00-  surfaces  i'  de  la  même  espèce,  obtenue 
par  une  équation  de  dilîerentielle  totale  de  Riccati  (équation  où  entre 
une  constante  arbitraire  dans  les  coefficients  de  l'équation,  soit  A"). 
Si  i,  est  une  transformée  de  i  relativement  à  la  constante  /n  et  ij 
une  autre  relative  à  Z^,  il  existe  une  quatrième  surface  et  une  seule  —3, 
obtenue  raiionneUemenl ^  qui  est  transformée  ky  de  io  6t  trans- 
formée k-i  de  i,  :  ceci  s'.ipplique  en  particulier  si  i  est  à  courbure 
totale  constante.  A  chacune  des  00-  tr.nisforuiées  de  —  correspond 
ainsi  une   surface   S   (de  ds-   \, niable),  (b'-formable  avec   \n\   réseau 
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conjugué,  el  l'on  voit  le  lien  éli^oit  des  deux  ihéories  :  la  surface  Si 
correspondant  à  ii  est  transformée  de  S  comme  II)  de  i.  D'ailleurs, 
grâce  aux  formules  de  Lelieuvre  [36],  on  reconnaît  aussitôt  que  la 
détermination  des  surfaces  II  revient  à  trouver  une  équation  de 
Moutard 

ôaav 
admettant  trois  solutions  9,,  9-2,  03  liées  parla  relation 

(i5)  eï-^6l4-0^=cp(«)  +  J;(,..), 

où  o  el  'l»  sont  les  fonctions  entrant  dans  (i3). 

Comme  problème  intéressant  relatif  à  cette  théorie,  il  y  aurait  lieu 
de  chercher  tous  les  ds-  admettant  un  ou  plusieurs  réseaux  définis 
a  priori  de  l'espèce  indiquée. 

J'indique  quelques  cas  particuliers  :  la  sphère  (en  négligeant  un 
déplacement  sur  elle-même)  n'admet  qu'un  réseau  de  l'espèce  en 
jeu('):  méridiens  et  parallèles  (une  des  familles  est  composée  de 
géodésiques);  il  resterait  à  savoir  quels  autres  réseaux  peut  admettre 
le  ds'-^  dd-  -\-  sin-  9  dc^^.  Pour  le  ds-,  ch-  a  {du-  +  di''-^)^  qui  convient 
à  l'hélicoïde  minimum,  les  oo'^  géodésiques  peuvent  être  réparties 
en  oo'  couples  de  réseaux  conjugués,  définis  par  l'équation 

(i6)  X-  dii^ —  (ch2  u  —  X-)  6/i'2  =  o. 

Pour  chaque  valeur  de  la  constante  X,  il  existe  une  déformation  à  un 
paramètre  donnant  des  hélicoïdes  non  minimum  :  l'hélicoïde  minimum 
appartient  à  chaque  famille,  et  ses  oo-  hélicoïdes  de  déformation  sont 
surfaces  de  Voss  une  seule  fois. 

Le  c/5^,  u~{du-  -\-dv'-),  convient  aux  développées  des  surfaces 
minima;   lui  aussi   possède  oo-   géodésiques  que    l'on  peut   répartir 


(')  Si  les  méridiens  sont  obtenus  comme  sections  de  la  sphère  par  le  plan  pivo- 
tant aulour  d'un  diamètre  isotrope,  on  a  un  cas  exceptionnel;  d'une  façon  générale, 
chaque  surface  de  révolution  admet  une  déformée  imaginaire  où  l'axe  est  devenu 
isotrope,  les  méridiens  et  parallèles  primitifs  se  tiansformenl  en  les  pseudo-méri- 
diens et  pseudo-parallèles  de  cette  déformée  imaginaire.  Je  développe  ce  point  au 
Bulletin  de  la  Société  malhématique,  t.  LVI,  1928,  dans  un  Mémoire  qui  paraîtra 
quelque  temps  après  ce  fascicule  sous  le  litre  :  Quelques  cas  méconnus  de  la 
déformation  des  sur/aces  [23  ter]. 
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comme  précédemment  en  oc'  tamilles 

(  I ;7  )  A-  du-  —  (  u-  —  À"-  )  c/r'^  =  o 

et  à  chaque  famille  correspondent  oc'  hélicoïdes  où  le  réseau  reste 
conjugué  permanent;  mais  ici  il  n'j  a  plus  de  surface  commune, 
comme  l'hélicoïde  minimum,  à  oo'  familles. 

Sur  ces  deux  exemples,  on  trouve,  en  plus,  le  réseau  conjugué  per- 
manent formé  de  méridiens  et  parallèles  :  j'ai  étudié  en  détail  ces 
exemples  [21]. 

Comme  autre  exemple  intéressant,  il  y  a  à  signaler  les  sui'faces 
tétraéd  raies 


où  (Z,  (3,  y  sont  constants;  chacune  admet  x*'-   courbes  définies  par 
l'équalion 

et  l'on  peut  les  répartir,  commej'ai  expliqué  plus  haut,  en  oo'  familles 
formant  un  réseau  conjugué  permanent. 

On  constate  aisément  que  la  détermination  des  surfaces  admettant 
un  réseau  conjugué  permanent  revient,  en  se  bornant  à  la  troisième 
classe  indiquée  plus  haut,  à  l'intégration  du  système 


(18) 


1  ài> 


I     0  . 
•2  du      ° 


rK(EG  — FO" 


22 
I 


~\    I 


K(EG  — F-^)' 


4  (  ».  -H  p)- 


Les  lignes  de  coordonnées  (a,  c)  forment  alors  le  réseau  permanent; 
les  surfaces  (ou  ds-)  ainsi  obtenus  dépendent  de  six  fonctions  irré- 
ductibles d'une  variable  :  la  solution  la  plus  étendue  connue  jusqu'ici 
est  celle  qu'a  signalée  M.  Goursat,  où  le  réseau  conjugué  comprend 
une  famille  de  lignes  de  niveau;  cet  exemple  fait  intervenir  trois  fonc- 
tions d'une  variable.  Il  j  aurait  lieu  de  traiter  plus  à  fond  ce  sujet. 
Le  lecleur  est  prié  de  se  reporter  à  la  Note  additive. 


112.   Déformation  des  quadriques.  Résultats  de  M.  Blanchi.  —  Soit 
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une  surtace  S  c|iii  se  déforme,  au  sens  de  (xaiiss,  en  entraînant  avec 
elle  un  trièdre  trireclangle  T„  attaché  inliinsèquement  à  chaque 
point  M  de  S;  on  peut  concevoir  un  élément  géométrique  Ey  (point, 
surface,  courbe,  congruence,  . . .),  correspond  int  à  chaque  point  M 
de  S  et  attaché  invariablement  au  trièdre  Tj,;  quand  S  a  pris  la  confi- 
guration S|  .  le  Irièdre  Tj,  a  pris  la  position  (Tj,)^  et  E„  la  position  (E„)_. 
D'autre  part,  Vêlement  de  contact,  tel  que  Sophus  Lie  l'imagine, 
comi)rend  un  plan,  que  nous  appellerons  facette  et  un  point  que 
nous  appellerons  centre.  Cela  posé,  soit  une  surface  S  à  courbure 
totde  constante  —  i  ;  traçons  dans  chaque  plan  tangent  à  S  un 
cercle  C  de  rayon  constant  sina  ayant  pour  centre  le  point  M  de  con- 
tact; sur  C  prenons  un  point  M'  arbitraire,  qui  est  centre  d'une 
facette  contenant  la  droite  MM'  et  inclinée  de  l'angle  a  sur  le  plan 
tangent  en  M  à  S;  nous  obtenons  ainsi  oo'  facettes  correspondant 
à  M,  puis,  en  fusant  varier  M  sur  S  un  tolal  de  oo''  facettes. 

Or,  si  l'on  considère  un  système  de  oo'  surfaces,  chaque  surface 
fournit  zc-  (déments  de  contact  et  le  système  des  co^  surfaces  donne 
oo'  éléments  de  contact  :  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  étint  donnés, 
a  priori^  oo''  éléments  de  contact,  appelons  stratification  ^  d'après 
l'usage  italien,  l'opération  qui  consiste  à  répartir  ces  oo''  facettes  le 
long  de  oc'  surfaces  dont  elles  constituent  les  plans  tangents,  le  centre 
de  chaque  facette  étant  le  point  de  contact;  oo^  éléments  de  contact 
donnés.,  a  priori,  ne  peuvent,  en  général.,  être  stratifiés,  car,  en 
cherch  ait  à  extraire  de  ces  oo''  éléments  une  série  X)'-  relative  à  une 
surface  S,  on  obtient  une  équation  .ui\  différentielles  totales  du  pre- 
mier ordre,  qui,  en  général,  est  impossible,  on  n'admet  qu'uu  noudjre 
fini  de  solutions,  mais  dans  certains  cas  favorables,  on  peut  obtenir 
00 '  surfaces. 

On  constate  que  pour  la  surface  S  et  les  co''  facettes  définies  plus 
haut,  la  condition  d'intégral)ilité  illimitée  est  réalisée,  et  l'on  obtient 
oo'  surfaces  S'  précisément  de  même  courbure  totale  constante,  —  i, 
que  S;  la  corresjiondance  (M,  M)  entre  S  et  une  des  nouvelles  sur- 
faces S'  est  le  premier  exemple  de  transformation  de  Backlund,  obtenu 
en  i<S8i   par  Backlund,  tandis  qu'en  i(S-()M.  Bianchi  n'avait  obtenu 

(pie   la  transformation    coniplémenlaire.,   relative  à   a=-;  dans  ce 

cas,  a  =  -,  la  congruence  MM'  est  une  congruence  de  normales,  la 

surface    —    nornude   aux    di'oites    étant    une    surface    W    définie    par 
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R  —  R'  =:  const.  D'aiilre  part,  que  a  soil  éf:al  ou  non  à  -?  sur  S  et  S' 

les  asjmptotiques  se  correspondent;  si  S  se  détorme  autour  d'une 
asjmplotique  CK  restant  rigide,  S'  se  déforme  autour  de  Tasympto- 
tique  correspondante  CX'  restant  rigide  aussi,  de  sorte  que  la  transfor- 
mation équivaut  ainsi  à  une  transformation  de  courbes  et  non  plus  do 
surfaces;  ici,  les  courbes  sont  à  torsion  constante  et  cette  transfor- 
mation avait  été  signalée  dès  1879  par  Sophus  Lie  [38]  ;  ceci  a  d'ail- 
leurs été  l'origine  de  la  belle  transformalion  asymplotiqae  des 
courbes  que  M.  Bianchi  a  imaginée.  En  faisant  varier  a,  on  obtient 
X-  surfaces  S'  déduites  de  S  par  00'  équations  de  Riccati. 

On  peut  dire  que  S'  est  une  transformée  de  S  sous  l'angle  y.  et 
écrire  S'  =  Sa  et  inversement  S  =  S'a  (le  symbole  Sa  ne  définit  pas 
une  seule  surface,  mais  y:.^).  S  et  a  étant  donnés,  choisissons  S'  et 
déduisons  de  S'  une  surface  S'[3  ou  S";  on  écrira  donc  schémati- 
quement 

s"=  s';i  =  Sa;i 

on  démontre  qu'il  existe  une  transformée  et  une  seule  Sp  telle  que  S' 
soit  une  transformée  (S|3)a;  dans  le  cycle  S,  Sa,  Saj3,  Sp,  S,  cha- 
cune des  quatre  surfaces  est  alternativement  transformée  de  la  précé- 
dente sous  l'angle  a,  puis  [3  et  le  quadrilatère  gauche  MMaMa^^ip? 
quand  M  décrit  S,  se  déforme,  de  sorte  que  ses  côtés  ei  ses  dièdres 
restent  constants,  les  côtés  restant  tangents  à  un  couple  de  deux  sur- 
faces, les  plans  de  deux  côtés  concourants  étant  tangents  à  une  même 
surface.  Par  Ji  transformations  successives  a,,  y.n,  •  •  • ,  a„,  on  obtient 
ainsi  2"  surfaces  offrant  une  configuration  curieuse;  si  Ton  prend 
deux  surfaces  S  et  Sa  les  équations  de  Riccati  relatives  à  S  et  (3 
ou  Sa  et  [3  sont  équivalentes  l'une  à  l'autre,  précisément  en  vertu  du 
théorème  de  permutabilité.  Si  S  se  déforme  en  une  autre  surface  S, 
les  00'  facettes  relatives  à  S  et  a  deviennent  les  facettes  de  même 
définition  relatives  à  S,  mais  la  loi  de  stratification  a  changé  en  pas- 
sant de  S  à  S;  en  particulier,  si  S  est  la  sphère  de  rayon  /,  les  co^ 
facettes  de  S  offrent  une  configuration  exceptionnelle  où  les  oo'  sur- 
faces de  stratification  sont  réduites  chacune  à  l'une  des  oc'  généra- 
trices de  l'un  ou  l'autre  système  de  la  sphère 
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concentrique  à  S,  le  plan  de  la  taci'lle  tournant  autour  de  la  généra- 
Irice,  de  sorte  que  chaque  génératrice  donne  oo-  éléments  de  contact. 
Généralisons  maintenant  :  soient  une  quadrique  Q,  réelle  ou  imagi- 
naire, puis  une  quadrique  Qi  du  système  homofocal  à  Q  ;  le  choix 
de  Qi  constitue  un  premier  paramèlro  arbitraire.  La  facette/,  ayant 
pour  centre  un  point  M  de  Q,  tangente  en  M  à  Q,  coupe  Qi  suivant 
une  conique  G  réelle  ou  imaginaire;  à  chaque  facette  /'  corres- 
pondent oo'  facettes/,,  dont  le  centre  M,  est  sur  G,  dont  le  plan  est 
déterminé  par  MM,  et  l'une  des  génératrices  de  Q,  issue  de  IVJ,. 
Les  00^  facettes  /,  forment  un  ensemble  stratilîable,  les  surfaces  de 
stratification  se  réduisant  comme  plus  haut  à  une  génératrice  du 
système  choisi  sur  Q,.  Si  l'on  imagine  que  la  quadrique  Q,  flexible 
et  inextensible,  se  déforme  en  entraînant  avec  elle  les  facettes/,,  pour 
toute  configuration  S  de  Q,  les  cc'^  facettes/,  ne  cessent  de  former  un 
système  stratifiable,  et  les  surfaces  correspondantes  S|  sont  toutes 
applicables  elles  aussi  sur  Q  ;  Si  s'obtient  par  une  équation  de  Riccati 
qui  introduit  une  seconde  constante  arbitraire;  chaque  conique  G  est 
coupée  par  quatre  surfaces  S,  en  quatre  points  de  rapport  anharmo- 
nique  constanl  ;  les  foyers  F  et  Fj  des  facettes  associées/  et/,  tan- 
gentes à  S  et  S,  engendrent  une  congruence  rectiligne  FF,,  dont  les 
nappes  focales  sont  S  et  S,,  les  asymptotiqu.es  se  correspondant 
sur  S  et  S, .  Quand  S  se  déforme  de  façon  à  venir  s'appliquer  sur  Q, 
F  vient  en  M,  F,  vient  en  un  point  M,  de  Q,  ;  or,  dans  l'affinité 
d'Ivory,  le  point  M,  de  Q,  correspond  à  un  point  M  de  Q  ;  si  l'on 
applique    S,   sur    Q,   l'homologue  de  Fi    dans  l'applicabilité    est   le 

point  M. 

Quand  on  laisse  {lue  le  paramètre  1  qui  individualise  Q,  dans  le 
système  homofocal  à  Q,  on  obtient  pour  S,  co'  déformées  dont  l'une 
peut  être  représentée  par  S/.;  de  même,  de  SX  on  déduit  (SX)À, 
ou  SX).,  ;  on  démontre  qu'il  existe  luie  surface  et  une  seule  S>.,  telle 
que  S/A,  soit  aussi  définie  comme  (SX,)A,  ce  qui  est  l'analogue  de  la 
propriété  déjà  démontrée  pour  la  sphère. 

Je  ne  puis  citer  toutes  les  propriétés  élégantes  rencontrées  dans 
celte  théorie.  Je  me  contente,  pour  amener  transition  avec  les  pro- 
priétés établies  au  Chapitre  suivant,  de  signaler  que  ceci  s'applique 
non  seulement  aux  quadriques  réelles,  mais  encore  aux  quadnques 
soit  imaginaires  et  d'équation  réelle,  soit  d'équation  imaginaire;  pour 
les  trois  types,  on  peut  obtenir  des  déformées  réelles  et  il  se  produit 
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lin  fait  très  remarquable  :  supposons  S  et  Si  réelles  toutes  deux.  Il  est 
naturel,  au  moins  au  premier  abord,  d'imaginer  que  la  correspon- 
dance d'applicabilité  (M,  F)  entre  Q  et  S  est  une  correspondance  de 
point  réel  à  point  réel  et  que  la  correspondance  (F,  F,),  qui  n'est  pas 
une  applicabilité,  est  aussi  correspondance  de  point  réel  à  point 
réel;  cette  dernière  condition  exige  d'abord  cjue  le  plan  tangent  à  Q 
en  M  coupe  Q(  suivant  une  conique  C  réelle;  comme  la  facette/, 
tangente  à  S,  en  F,  est  réelle  et  vient  recouvrir  une  facette  tangente 
à  Qi,  il  est  nécessaire  c[ue  la  quadrique  Q,  soit  réglée;  cela  posé, 
l'applicabilité  de  Q  et  S,  relie  F  et  M;  M,  et  M  ne  sont  réels  ensemble 
que  si,  dans  la  famille  homofocale  étudiée  Q  et  Q,  sont  l'épiées  toutes 
deux;  on  constate  donc  qu'à  toute  quadrique  réelle  Q,  à  points  ellip- 
tiques, on  peut  faire  correspondre  une  déformée  réelle  S  coi^respon- 
dant  à  Q  point  réel  pour  point  réel,  mais  que  les  oo-  surfaces  réelles  S, 
déduites  de  S  par  la  méthode  exposée  ici  correspondent,  dans  leur 
applicabilité,  à  Q  ou  S  point  réel  pour  point  imaginaire.  M.  Bianchi 
emploie  l'expression  application  idéale  jjour  ce  genre,  singulier  au 
premier  abord,  d'applicabilité.  Peterson,  dont  les  travaux  sont  mal- 
heureusement restés  longtemps  ignorés,  est  le  premier  géomètre  qui 
ait  signalé  ce  genre  d'applicabilité,  que  j'étudierai  systématiquement 
au  Chapitre  suivant. 

Nous  avons  vu  plus  haut  comment  une  théorie  semblable  peut  être 
développée  pour  d'autres  ds-  et  l'intérêt  qu'il  y  aurait,  non  pas  tant 
à  développer  cette  théorie  sur  un  exemple  déterminé,  mais  plutôt  à 
classer  tous  les  ds-  auxquels  cette  théorie  s'applique. 

Je  ne  dois  pas  oublier  de  citer  le  nom  du  géomètre  français  Guichard 
dont  les  résultats  sont  toutefois  plus  difficiles  à  percevoir,  les  méthodes 
étant  empruntées  à  la  théorie  des  espaces  àplus  de  trois  dimensions  [29]. 

13.  Déformation  infiniment  petite.  —  Si  nous  imaginons  une  série 
de  surfaces  toutes  applicables  entre  elles,  dépendant  d'un  paramètre  t 
se  déformant  d'une  façon  continue  quand  t  varie  lui-même  d'une 
façon  continue,  on  peut  concevoir  que  l'on  suive  les  trajectoires  des 
divers  points  (t/,  v)  de  la  surface  initiale  Sq  obtenue  pour  ^  =  o  et 
que  l'on  écrive  pour  la  surface  S; 

!X  =  a;  -f-  txi  -i-  ^2  ^2  -I- ... , 
Z=  Z^tZs-^f^z"^-^ 
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OÙ  les  Xi,yi,  Z(  sont  indépriidants  do  f,  mais  t'onclions  de  //,  r  telles 
que  l'on  ail  identiqnenu'iil 

(  2  )  ^/\-'  -+-  r/\  -'  ^  (/Z^  =  d.r^  -'-  <r-  +  dz.-^. 

Cela  donne  les  équations  «iiieccssives 

lix  dx^    i    dy  dy  \  ~  dz  dz^  ==  o. 
,   dr  d.r.^       d)   d\-,  -H  dz  dzo  -'•--(  d.i'j  --  dy'j  --  dz'\  )  =  o, 
I  dx  dx-;  -+-  dy  dy-,.,  ->-  dz  dz,-  -!-  d.r^  dx-,  -h  dy^  dy-i  —■  dz  i  dz-,  =  o. 


qui  permettent,  de  proche  en  proche,  de  déterminer  les  Xi,  yi^  z-i.  Si 
l'on  se  boine  à  la  première  équation,  on  obtient  V équation  de  la 
déformation  infiniment  petite  de  la  surface  S.  D'après  Cauchj,  si 
l'on  sait  trouver  la  solution  générale  de  ce  problème  [homogène)^ 
on  sait  obtenir  y>a/'  de  simples  quadratures  la  solution  de  chacune 
des  équations  suivantes  qui  correspondent  au  même  problème  non 
homogène. 

Darboux  a  fait  constatei'  que  si  l'on  pose 

(4)  X  ^  X       ./■,.  X-,  =^  X  —  ./•,,  Y  :^  .  .  .  , 

l'équation  de  la  déformation  infiniuient  petite  de  S  revient  à  l'équation 

(  5  )  d\.-^  +  <l\  ^  ,-  d'L^  =  r/X'f  -\-  d\-i  -h  f/Z'f , 

qui  fait  connaître  un  couple  de  surfaces  applicables  et  réciproquement. 
Le  fait  que  les  asymplotiques  sont  les  caractéristiques  de  l'équation 
de  Monge-Ampère  de  la  déformation  de  S  entraîne  qu'il  j  a  avantage 
à  rapporter  S  à  ses  asjmptotiques  réelles  ou  imaginaires;  S  est  alors 
représentée  par  les  formules  de  Lelieuvre 

où   ^'i,  O-ii  0:t  sont  des  solutions  d'une  même  équation  aux  dérivées 
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partielles 

et  sont  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  S.  La  surface  S,  la  plus  générale  s'obtient  en  cherchant  la 
solution  la  plus  générale,  w,  de  (7)  et  écrivant 

(8) 

.>1 


y^  et  ::,  se  déduisant  de  Xi  en  remplaçant  6,  par  5j,  puis  O3. 

Je  ne  puis  entrer  ici  dans  la  belle  théorie  des  douze  surfaces  ima- 
ginée à  ce  propos  par  Darboux  [17]  ;  mais  je  signale  simplement  ce 
fait  que  9,,  6*^,  O3,  w  étant  solutions  d'une  même  équation  de  Laplace, 
le  plan  d'équation 

(  9 )  0 1  .r  4-  0-2  )■  -+-  0:j  ^  -4-  o)  =  o 

enveloppe  une  surface  A,  (avec  les  notations  de  Darboux)  où  le 
réseau  a,  jS  est  conjugué  et  telle  que  S  et  A,  se  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles.  C'est  cette  surface  que  M.  Bianchi  appelle 
associée  de  S  dans  la  déformation  infiniment  petite  qui  fait  corres- 
pondre S|  à  S  :  la  relation  entre  S  et  S|  est  évidemment  réciproque  ; 
on  voit  aisément  que  la  relation  entre  S  et  A|  est  rrciprocjae  aussi; 
au  réseau  asjmptotique  (a,  j3)  de  S  correspond  sur  A,  un  réseai 
conjugué  tel  que  la  tangente  à  la  courbe  a  sur  A,  est  parallèle  à  la 
tangente  asjmptotique  |3  de  S;  de  même,  aux  asjmptotiques  de  A| 
correspond  sur  S  un  réseau  conjugué,  dont  les  tangentes  sont,  dans 
leur  ensemble,  parallèles  à  celles  des  asjmptotiques  de  A,,  avec 
échange  comme  plus  haut.  C'est  cette  correspondance  (S,  A|)  que 
nous  avons  rencontrée  plus  haut  dans  l'étude  des  réseaux  conjugués 
permanents  au  cours  d'une  déformation;  si  S  a  sa  courbure  totale  de 

la  forme 

—  I 


K  = 


[r(='-)  +  'M:^>]- 


avec  les  notations  de  ce  paragraphe,  At  admet  une  déformation  con- 
tinue où  le  réseau  a,  ,3  reste  conjugué,   tandis  que  S  éprouve  une 
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altération  qui  n'est  pas  une  déformation,  altération  qui  conserve  les 
asjmptotiques. 

Weingarten  a,  de  son  côté,  trouvé  cetie  surface  A,  par  une  méthode 
légèrement  diiférente.  Les  fonctions  x,,  j,,  Zi  à  déterminer  satisfont 
aux  équations  simultanées 


(9) 


G  àûs  dxi  _ 


( 


Q  dx  dxy        ^  dx  àxf 


On  introduit  Tinyariant  du  système  des  deux  formes 
/  E  <:/a2  -h  2  F  f/a  rfp  -I-  G  d[i-  =  ds'^, 

soit  (f,  fonctioji  caractéristique  de  déformation 

)^        Ox  _d_G        Oj^\  _  _j_Gp{.i\  x^) 


(il)     9 


v/eg- 


'(«,  P) 


La  fonction  cp  est  déterminée  par  l'équition  linéaire 


(1-2)      g 


aFS^  — ES"  — G5 


puis  c,  c' ,  c"  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S,  on  aura 


.de        ^,0c\  /    à--f        ^,à-f\ 


(i3) 


K  v/EG  —  F2 


- ,,  de        ^,  de 
c'a  Jp 


-«^'■S 


^'a)^ 


K  y^EG  —  F2 


et  formules  analogues  pour  y,,  z,,  de  sorte  que  la  méthode  de 
Weingarten,  comme  celle  de  Darboux,  conduit  à  une  équation  aux 
dérivées  partielles,  linéaire  et  du  second  ordre,  suivie  de  trois  qua- 
dratures de  différentielle  totale.  La  méthode  de  Darboux  a  l'avantage 
d'offrir  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  forme  plus  simple; 
elle  a,  par  contre,  l'inconvénient  de  supposer  la  surface  préalablement 
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rapportée  à  ses  asjmptotiques,  tandis  que  la  méthode  de  Weingarleii 
s'achève  en  coordonnées  curvilignes  quelconques.  C'est  donc  une 
question  d'opportunité,  qui,  d.ms  les  applications,  conduit  à  adopter 
l'une  ou  l'autre. 

A  signaler  que  M.  H.  Wcjl  a  utilisé  la  généralisation  de  la  méthode 
de  Weingarlen  pour  étudier  le  problème  analogue  où  le  ds-  lui-même 
subit  une  variation  inlinitnenl  petite.  A  ce  point  de  vue  il  est  bon  de 
remarquer  que  la  méthode  de  Weingarten  revient  à  avoir  dédoublé 
la  troisième  équation  (9)  en  la  réunion  des  deux  équations 

Il  est  important  de  signaler  que  le  problème  de  la  déformation  infi- 
niment petite  dépend,  linéairement,  pour  une  surface  donnée,  de 
deux  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  De  la  sorte,  pour  une  sur- 
face réglée,  la  déformation  Jinie  de  la  surface  en  surface  réglée 
encore,  dépendant  explicitcnunt  d'une  fonction  arbitraire,  on  en 
déduit,  par  un  calcul  simple,  une  solution  explicite  avec  une  fonction 
arbitraire  de  l'équation  résolvante  de  la  déformation  infiniment  petite; 
si  donc  il  s'agit  d'une  quadiique,  même  si  l'on  ne  sait  pas  déformer 
complètement  la  surface,  on  sait  intégrer  complètement  le  problème 
de  la  déformation  infininient  petite,  puisqu'il  suffit  de  réunir  les  deux 
séries  de  déformation  oflerles  p^r  les  deux  systèmes  de  génératrices; 
celle  simple  remarque,  due  à  Darboux,  permet  de  prévoir,  apriori^ 
pourquoi  les  recherches  de  M.  Bianchi  sur  les  quadriques  ne  pou- 
vaient manquer  d'abc)ulir  à  des  résultats  élégants;  il  reste,  dans  cet 
ordre  d'idées,  à  étudier  louies  les  surfaces  pour  lesquelles  on  sait 
résoudre  explicitement  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite;  c'est  alors  qu'il  est  indispensable  de  suivre  la  méthode  de 
Darboux  et  l'on  esl  ramené  au  problème  complètement  traité  par 
Daiboux  au  Tome  II  de  la  1  hi'orie  des  surfaces  :  trouver  toutes  les 
formes  de  A"(a,  (3)  pour  lesquelles  l'équation  (^)  s'intègre  explici- 
tement; Darboux  a  même  n.onlré  que  cela  permet  un  premier  pro- 
grès dans  la  détermination  des  surfaces  que  l'on  sait  complètement 
déformer. 
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CHAPITRE  11. 

ÉTUDE    Dlî    LA    DÉFORMATION    DU    POINT    DE    VUE    KIM. 


1 .  Applicabilité  de  surfaces  réelles  par  régions  réelles  ou  imagi- 
naires. —  Deii.v  surfaces  réelles  S  cl  S;  étant  soit  applicables,  soit 
isométriques,  il  existe  entre  elles  un  certain  nombre  (fini  ou  infini) 
de  correspondances  ponctuelles  assurant  l'isomélrie;  nous  en  choisis- 
sons une  bien  déterminée.  Trois  cas  ])euvent  se  présenter  : 

1°  Un  point  M  de  S  a,  quelle  que  soit  sa  position  sur  S,  un  homo- 
logue réel  M|  sur  S|  ;  exemple  :  deux  surtaces  minima  associées  S 
et  S|,  et  dans  ce  cas,  réciproquement,  S|  a  même  propriété  que  S; 
autre  exemple  :  S  est  une  surface  de  révolution  arbitraire  et  S|  une 
déformée  révolutive  obtenue  en  multipliant  le  rayon  de  chaque  paral- 
lèle de  S  par  une  constante  a<<  i?  et  dans  ce  cas,  il  peut  arriver  qu'à 
lin  point  de  S|  ne  corresponde  pas  un  point  réel  de  S; 

2"  {}i\  j)oint  M  de  S  a,  suivant  sa  position,  un  homologue  M| 
sur  S|,  réel  ou  imaginaire;  exemple  :  surface  développable  et  plan  ou 
deux  surfaces  de  révolution; 

3"  Un  point  réel  M  de  S  a  toujours  un  homologue  M,  imaginaire 
sur  Si;  nous  avons  reconnu  au  Chapitre  précédent  que  toute  qua- 
drique  Q  non  réglée  possède  des  déformées  de  cette  espèce. 

J'ai  établi  au  Bulletin  des  Sciences  mathénuiliqiies,  1920  et  192  1 , 
t.  44  et  4o  [!2!2j,  les  résultats  suivants  (il  ne  s'agit  ici  que  d'une 
na|»pe  simplement  connexe,  de  sorte  que  pour  un  hjperboloïde  à 
deux  nappes,  nous  ne  nous  occuperions  que  de  l'une  des  deux  nappes). 
La  surface  S  est  supposée  séparée  en  deux  régions  S'  et  S"  séparées 
par  une  courbe  C;  la  région  S'  correspond  point  réel  pour  point  réel 
à  la  surface  S|  (ou  à  une  fraction  de  S,);  la  courbe  C  a  pour  homo- 
logue la  courbe  C|  de  S|  ;  enfin,  la  région  réelle  S'  de  S  est  telle  qu'à 
chaque  point  de  S"  correspond  un  point  imaginaire  de  S,  ;  alors,  ou 
bien  la  surface  S,  se  compose  de  deux  portions  S'/'  et  Sj''   isomé- 
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triques  entre  elles,  séparées  par  C,,  el  celle  courbe  est  arêle  de 
rebroussement  de  S,  et  en  même  temps  asymptolique  singulière 
de  S|  ;  le  rayon  de  courbure  de  C,  est  en  chaque  point  égal  au  rayon 
de  courbure  géodésique  de  C  sur  S.  le  rayon  de  torsion  de  C,  est 
différent  de  la  quanlité  ±:y/— RR',  où  R  el  R'  sont  les  rayons  de 
courbure  principaux  de  S;  ou  bien  la  surface  S|  admet  la  ligne  Ci 
pour  ligne  d'arrêt,  toujours  asymptolique  singulière,  avec  mêmes 
circonstances  pour  la  courbure  el  la  torsion. 

Si  donc,  nous  nous  bornons  au  cas  de  C|  ligne  de  rebroussement, 
chaque  point  M  de  S  a  deux  homologues  sur  S,,  réels  si  M  est 
dans  S',  imaginaires  conjugués  si  M  est  dans  S",  il  est  intéressant 
de  traiter  en  détail  le  problème  suivant  :  On  se  donne  sur  une  surface 
réelle  une  courbe  C;  on  construit  une  courbe  C,,  réelle,  définie 
intrinsèquement  par  sa  courbure  el  sa  torsion,  définies  comme  plus 

haut   (la   torsion    étant    difiérente    de    ±:  t  /  j-jt;  j  :   existe-l-il    une 

déformée  réelle  S|  de  S  admettant  C,  comme  asymptolique  singu- 
lière (ligne  d'arrêt  ou  de  rebroussement  j  ?  Quelle  est  celle  des  deux 
régions,  limitées  sur  S  par  C,  qui  est  recouverte  par  S|?  Dans  mes 
travaux  cités  plus  haut,  j'ai  soumis  cette  question  à  la  méthode  expè- 
rlmeiilale.  Depuis  la  |)ul)lication  du  fascicule  précédent,  M.  Goursat 
vient  de  résoudre  Ja  queslion  en  deux  Notes  insérées  aux  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  [!28  his\  et  une  nouvelle  Noie 
de  M.  Goursal  est  en  préparation. 

Pour  lintelligence  de  ce  qui  suit,  le  lecteur  est  prié  de  se  reporter 
au  Chapitre  III  du  fascicule  précédent  (§  5,  p.  s'i-ag). 

Nous  parlons  d'une  surface  S  el  d'une  courl)cC  arbitrai}  e  tracée 
sur  S  ;  il  s'agit  de  di'foimer  S  de  façon  que  C  prenne  une  configuration 
donnée  à  l'avance,  T,  en  se  bornant  au  cas  singulier  où  la  courbure 
de  r  est  égale  <ï  la  courbure  gèodésique  de  il  sur  S.  i.es  coordon- 
nées courantes  x{u,  ç).  y{u,  r),  z{u,  r)  du  point  de  la  surface 
inconnue  1  sont  intégrales  de  l^'quaiion  de  Monge-Anipère  déjà 
écrite,  où  c  est  l'inconnue, 

(il  Ç, ,  Ç22—  Tf-j  =  '"^i  l^'tl  —  F'-  M  I  —  A?  .. 

Nous  avons  \u  commenl  on  a  aussitôt,  pour  i- =  o.  les  dérivées 

à-x    0- y    ()'- z      (J-x       à- y       <)- z 


(^-) 


<)u-     Ou-     du-     On  Oi-     Ou  Ov     Ou  Oi- 


BERTRAND    GAMBIER. 


(la  courbe  C  a  pour  équation  u  =  o,  le  système  tracé  sur  S  est  ortho- 
gonal, F==o,  E(t/,  0)^1;  c,  c',  c"  sont  les  cosinus  directeurs  le 
long  de  C|  ou  F  de  la  surface  H  déformée  de  S).  La  difficulté  ne 
commence  qu'en  essayant  d'obtenir  les  dérivées,  pour  t^  =  o, 

<r-x    d'-y    d'-z 
^    ^  dv^      àv-      dç- 

L'équation  (i)  donne,  par  de  simples  substitutions^  avant  d'avoir 
fait  la  moindix'  division, 

cosOVà^-x       I  dG  I       àG  .  1        ^    ,    f,.        /'         àb\- 

R     L  ^^        '^  <^"  2  i/G  '^'^  J  L 


T        ds 


(/.)  /  c  — p—     -r4'i-  -  -3-^ =  -r-(?   smO  — 7'  cos6)     =  Gc'^     K  -i-  hr^  —  -7-       h 


équations  où  G,  -—t  -r— ?  K  sont  calculés  en  y  faisant  ensuite  p  =  o. 

On  remarque  que  si,  par  un  moyen  quelconque,  l'une  des  trois  fonc- 
tions inconnues  x{u,  p),  y(w,  t'),  z[u^  v)  a  été  obtenue,  la  condition 

E  du-  H-  2  F  du  dv  -r^  G  dv-  —  dx^-  =  dy-  -^dz"- 

fournit  les  deux  solutions  associées  jy,  z  par  de  simples  quadratures, 
avec  des  constantes  négligeables  (déplacement  ou  symétrie);  de  sorte 
que  si  cette  première  solution  contient  ou  ne  contient  pas  de  cons- 
tantes arbitraires,  la  surface  2  contient  le  même  nombre  d'arbitraires; 
d'autre  part,  cette  première  solution  x  peut  être  hohinorphe  sans 
qu'il  en  soit  de  même  pour  y  et  ^,  après  les  quadratures  à  effectuer  : 
c'est  là  qu'il  est  utile  de  regarder  l'ensemble  des  équations  (4)  et  non 
une  seule,  à  la  fois  pour  décider  du  nombre  éventuel  de  constantes 
ou  de  l'holomorphie;  nous  ne  nous  occupons  que  du  cas  siTii:^uUer 
où  la  courbure  de  F  est  égale  à  la  courbure  géodésique  de  C  sur  S. 
Or  c,  c',  c"  ne  peuvent  être  nuls  tous  trois;  si  c  est  nul  tout  le 
long  de  F,  comme  le  plan  osculateur  de  F  est  tangent  à  1^  on  en 
conclut  que  le  plan  osculateur  de  F  est  toujours  parallèle  à  Oic,  donc 
que  F  est  ou  une  droite  parallèle  à  Ox,  ou  une  courbe  plane  dont  le 
plan  est  parallèle  à  Ox]  prenons  ce  plan  pour  plan  5  =  0,  de  sorte 
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que  c  =  c'=  o,  c" ^  i.  Dans  ce  cas  la  dernière  équation  (4)  montre 
que,  —TT—  étant  nul,  et  9  égal  à—?  si  K  +  =;-  ^  o,  c'est-à-dire   si  la 

courbure  totale  de  la  surface  n'est   pas  nulle,  car  —  =  o,  2  n'est  pas 

11  11  I  •  -  1  -  •  .       (P  X    d' y 

liolomorpne;    les    deux   premières    ne   déterminent    plus  y^,  -r^  et 

l'élude  directe  faite  par  M.  Goursat  montre  qu'alors  x.,  y  sont  holo- 
morphes,  tandis  que  2  ordonné  suivant  les  puissances  de  e  est  de  la 
forme 

(5)  z  =  V^[fy,-^vJ\ -+-... l 

foi  f\i  ••■  dépendant  de  u]  on  a  une  surtace  i,  sans  constante, 
admettant  la  coui'be  plane  i  comme  arête  de  rebroussement  et  le 
plan  3  =  0  pour  plan  de  symétrie;  ce  cas  correspond  à  ce  fait  que  la 
courbe  F,  réunie  au  plan  s  =  o  tangent  à  D  en  tous  les  points 
de  r,  fournit  une  caracléristique  double  de  l'équation  (i),  l'équa- 
tion (1)  jouissant  de  plus  de  cette  propriété  que  tous  les  éléments 

des  caractéristiques  doubles  E(m,  t^),  t^'  j^  satisfont  à  l'équation 
du  premier  ordre 

(6)  A^-.  =  o 

dont  dépend  la  recherche  des  courbes  parallèles  géodésiquement  et 
dont  toutes  les  intégrales  appartiennent  à  (i)  (ce  qui  précède 
suppose  r  plane,  mais  non  rectiiigne). 

Si  la  courbe  F  n'est  pas  plane,   on  a  --^—  =  o  en  vertu  du  choix 

de  F;  c,   c',   c"  sont  tous  trois  différents  de   zéro    et   alors    chaque 

,  ,•         //x  ,  à- ce    à- y     à- z  .      .     „    .  , 

équation  (4)   montre  que  -7-- >  -~:  -r^  sont  toutes   trois  intimes;   la 

surface  i,  si  K  +  =r;;  ^  o,  admet  bien  F  pour  arête  de  rebroussement  ; 

elle  ne  contient  aucune  constante  arbitraire  ;  —  recouvre  S  en  double  sur 

la  région  de  convexité  ou  concavité  géodésique  suivant  que  K  -\-  t^t:; 

est  positif  ou  négatif.  La  courbe  F,  avec  l'ensemble  de  ses  plans 
osculateurs,  n'est  plus  une  caractéristique  double  de  l'équation  (i); 
au  point  de  vue  géométrique  il  n'y  a  pas  une  différence  essentielle 
entre  ce  cas  où  F  est  gauche  et  celui  où  F  est  plane;  une  certaine 
transformation  de  contact   sur  l'équation  (1)    la   transforme  en  une 
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autie  équation  de   Mongc-Ampèrc  en  permetlanl  de    ramener  liin  à 
1  autre  les  deux  cas. 

Si   K -|- —  E^  o,   r  devient  asvmptoliqué   régidière  et  l'on  a   une 

déformation  de  S  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  :  i  recouvre  S, 
de  part  et  d'autre  de  G-,  si  toutefois  1  est  réelle  (voir  Cliap.  1,  §  2). 
Le  cas  où  la  courbe  G  est  géodèsique  a  besoin  d'une  étude 
spéciale;  si  F  n'est  pas  rectib'gne,  il  n'y  a  rien  à  dire;  on  est  dans  le 
cas  normal  de  déformation,  on  obtient  deux  surfaces  régulières.  Si  V 
devient  recliligne,  il  y  a  divers  cas  bien  distincts  qui  peuvent  se  pré- 
senter :  la  courbe  Y  est  une  singularité  ou  algéljrique,  ou  transcen- 
dante de  1]  dans  ce  dernier  cas  1  s'enroule  asymptoliquement  autour 
de  cette  droite  F.  L'exemple  donné  au  Ghapitre  I,  paragraphe  2, 
fournit  précisément  (pour  A  =:  Uo,  m  quelconque)  oo'  hélicoïdes 
s'enroulant  asvmptotiquement  autour  de  la  droite  déformée  du  paral- 
lèle géodèsique.  Peterson  a  montré  la  même  circonstance  pour 
l'ellipsoïde  et  une  section  principtile;  les  formides 


(7) 


\y-       z-  =  \  B- —  C-  sin^  cos/?, 

--  =  ta  nu     - —  log  tanij  - 

■   LvB^-G'-     •         '^^ 

X  —  l  \  A-  cos-/>  -f-  G-  sin-/>  dp, 


où  B  ^  G  >  •),  donnent  une  suiface  applicable  sur  relli[)Soïde 
(^  )  X  =   \  siii/>.  V  =  15  cos/?  sin^,  Z  =  (!  co?/>  cosq. 

Ge  qui  précède  conduit  à  un  résultat  fort  simple  :  si  S  est  une  sur- 
face réelle  qui  n'admet  pas  d'asjmptotique  singulière  (ligne  d'arrêt 
ou  de  rebroussement),  et  si  l'on  considère  une  déformée  réelle  S| 
de  S  correspondant  à  S  par  points  réels,  dans  l'applicabilité  S  recouvre 
nécessairement  S,  complètement  ;  elle  peut,  réciproquement,  être 
recouverte  totalement  par  S,,  de  sorte  que  S|  n'aura  pas  non  plus 
d'arête  de  rebroussement;  elle  peut,  au  contraire,  n'être  recouverte 
que  partiellement  par  S,.  La  sphère,  l'ellipsoïde,  le  tore  (que  l'axe 
coupe  ou  non  le  cercle  méridien  j,  une  quadrique  quelconque  donnent 
des  exemples  simples  de  surfaces  auxquelles  s'applique  celte  propo- 
sition; une  telle  surface  représente  d'une  façon  parfaite  son  c/s-^  ou 
du  moins  une  région  du  cls^^  au  sens  qui  va  être  défini. 
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'2.  Régions  d'un  ds' .  Correspondances  de  point  réel  à  point  imagi- 
naire. —  Supposons  que  la  surface  réelle  Sait  une  déformée  réelle  S| , 
tel  que  tout  point  réel  M  de  S  ait  pour  homologue  un  point  imagi- 
naire IM|  deS|  ;  il  est  clair  que,  réciproquement,  tout  point  réel  de  S, 
a  pour  homologue  un  point  imaginaire  de  S.  Si  les  surfaces  S  et  S| 
sont  analytiques^  on  voit  aussitôt  que  chaque  point  M  de  .S  (réel  ou 
imaginaire)  doit  avoir  sur  S  un  homologue  M  (réel  ou  imaginaire  en 
même  temps  que  M),  tel  que  la  correspondance  MM  soit  une  autre 
application  de  S;  la  propriété  ne  peut  donc  appartenir  qu'à  des  sur- 
faces auto-applicables.  Supposons  donc  qu'un  ds- 

(i)  ds-  =  E(  II.  i')du-  -~  1  F(  II.  r  \di/  il\-        (il  li.  \-  I  (Iv- 

ad  mette  une  a  uto-trai^s forma  lion 

(•2)  Il  =   f(u',    (■'  ).  (■   =:    w(   u'.    !•'  ). 

c'est-à-dire  qu'en  vertu  de  (2)  on  aura  identiquement 

(3)  E(  »,  V  )  du-    -  îY  (  Il ,  i\i/i(df-Gtii.  c  1  r/c'-^s  Eô/'.  r' )  du'-  —  .... 

Or,  on  sait  (fascicule  précédent,  Chapitre  III)  trouver,  lorsqu'elles 
existent,  les  transformations  de  celte  espèce  (2).  Ainsi,  pour  la  qua- 
drique 

,  >  -r-  y-        -"- 

(4)  ^  'y- '  =  "' 

a  t>  c 

l'emploi  des  variables  x",  y  donnerait  les  transformations  .T  =  c.r', 
y  =^  £ij'  où  £  et  ci  désignent  ±  i  ;  un  autre  motif  d'auto-application 
est,  dans  ce  cas,  que  :;  n'est  pas  une  fonction  uniforme  de  x  et  )". 
Donc,  dans  le  cas  général,  les  diverses  déterminations  [x,  )',  :;)  cor- 
respondant à  un  même  couple  (;/,  c)  donnent  une  aulo-appli- 
cation.  En  écartant  provi.soirement  les  ds'  de  révolution,  nous  pour- 
rons trouver  un  système  de  variables  canoniques  (//,  v)  telles  que 
tous  les  points  de  la  surface  S  qui  se  correspondent  dans  les  aulo- 
applications  soient  obtenus  parle  même  couple  (//,  r),  de  sorte  que  ce 
couple  sera  nécessairement  réel  pour  les  points  réels;  c'est  ainsi  que. 
pour  la  quadrique  précédente,  les  variables  canoniques  pourront  être 
choisies  : 

u  =  x-        et         ('  =  j  -■ 

Le  ds-  réduit  ainsi  obtenu  ne  possède  plu>  d'auto-liansformalions  ; 
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les  deux  inégalités  EG  —  F- >»  o,  E>>  o  définissent  dans  le  plan  cowt' 
une  ou  plusieurs  régions  où  le  ds-  est  'Irfi'ii^  positif;  si,  par  ce  pro- 
cédé, on  trouve  N  régions  où  N^i,  les  surfaces  réelles  correspon- 
dant à  une  même  région  peuvent  se  correspondre  par  points  réels, 
mais  deux  surfaces  correspondant  à  deux  régions  différentes  se  cor- 
respondent point  réel  pour  point  imaginaire.  C'est  ainsi  que,  pour  la 
quadrique  (4)  supposée  ellipsoïde  réel,  r/ >>  6  >  c  >>  o,  on  a  le  ds- 
réduit 

(  5  )        4  ds''-  =  du"- 


I          c 

I 

-r-  d(y^ 

Il        a- 

u 

V 

I 

a 

h  _ 

,  ./,.  ^' 

I 

ah 


et  les  régions  sont  données  par  les  inégalités 


(6) 


eu 

02" 


?)>«' 


|-|)(' 


>   O. 


On  obtient  ainsi  trois  régions,  donc  trois  types  de  surfaces  appli- 
cables sur  l'ellipsoïde  réel,  conformément  aux  prévisions  de  M.  Bianchi. 
La  région  correspondant  aux  surfaces  réelles,  applicables  sur  l'ellip- 
soïde, point  réel  pour  point  réel,  tout  au  moins  pour  une  partie  de 
l'ellipsoïde,  est  le  triangle  limité  par  ojm,  w(^  et  la  droite 


l'ellipsoïde  représente  huit  fois  celte  région  et  les  frontières  de  cette 
région  dans  le  plan  w«f  correspondent  aux  courbes  invariantes  sur 
l'ellipsoïde  dans  une  auto-application  convenable.  Ce  dernier  résultat 
est  général  :  les  courbes  frontières  d'une  région  d'un  ds-  réduit  (^) 
(qu'il  y  ait  ane  ow  plusieurs  régions)  correspondent  nécessairement 
soit  à  un  bord  des  surfaces  représenlalives,  ligne  d'arrêt,  soit  à  une 
courbe  invariante  dans  une  auto-application  de  la  surface;  d'après  les 


Cj  II  s'agil  d'une  fronlière  pour  laquelle  l'élément  c?4-  ne  soit  pas  toujours  infini; 
si  le  <is-  reste  infini,  les  surfaces  représentatives  ont  toutes  une  ligne  de  rebrous- 
semenl  de  l'espèce  déjà  citée. 
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principes  exposés  au  Chapitre  III  du  fascicule  précédent,  une  courbe 
invariante  dans  une  auto-application  est  nécessairement  une  asjnip- 
totique  ou  une  géodësique. 

Pour  un  ds'-  de  révolution,  la  notion  de  ds'--  réduit  ne  subsiste  que 
partiellement;  on  reconnaît  ainsi  que  le  paraboloïde  de  révolution 
définit  deux  types  de  surface. 

Il  faut  bien  remarquer  d'ailleurs  qu'un  ds^,  réduit  ou  non,  peut 
toujours,  pour  les  points  réels,  être  écrit  avec  des  variables  réelles  el 
que  dans  toute  région  où  celle  forme  est  définie  positive,  on  peut 
construire  une  infinité  de  surfaces  réelles,  représentatives  d'une  cer- 
taine portion  de  la  région,  proposition  aisée  à  démontrer,  mais  trop 
souvent  regardée  comme  évidente. 

3.  Isométrie,  applicabilité.  —  Le  mathématicien  Voss  a,  le  pre- 
mier, signalé  la  différence  entre  les  mots  applicabilité  et  isornèlrie. 
Deux  surfaces  S  et  S|  sont  (tpp/icables  l'une  sur  l'autre  si  l'on  peut 
trouver  une  suite  continue  de  surfaces  isométriques  — (?^)  dépendant 
du  paramétre  7,  telles  que  i(X  )  se  confonde  avec  S,  ^(^m)  avec  S|, 
et  que,  de  plus,  ).  variant  d^ une  Jaçon  continue  entre  les  limites}.^ 
et  /,|,  les  positions  des  divers  points  de  '^{7.)  et  les  positions  des 
divers  plans  tangents  varirnt  d^  une  façon  continue. 

Nous  allons  montrer,  avec  Eugenio  Elia  l.evi  [37 J,  que  deux  sur- 
faces S  elS|,  isométriques  et  de  courbure  totale  négative,  sont  appli- 
cables; mais  que  si  S  et  S i  sont  à  courbure  totale  positive,  deux  cas 
se  produisent,  l'un  à  l'exclusion  de  l'autre  :  S|  est  applicable  sur  S, 
ou  bien  S,  est  applicable  sui  la  symétrique  de  S  relativement  à  un 
point  sans  être  applicable  sur  S. 

La  restriction  sur  la  continuité  des  plans  tangents  est  essentielle; 
c'est,  d'ailleurs,  ici  qu'elle  est  signalée  pour  la  première  fois;  envi- 
sageons, en  elFot,  une  surface  S  quelconque,  de  courbure  totale  posi- 
tive; menons-lui  un  plan  tangent  quelconque  P  que  nous  déplaçons 
ensuite  parallèlement  à  lui-même,  de  façon  qu'il  partage  S  en 
deux  régions  S'  et  S",  S'  d'abord  réduite  à  zéro,  puis  augmentant 
d'une  façon  continue  pendant  que  S"  diminue;  i-empiaçons  à  chaque 
moment  S'  par  sa  symétrique  S'  relativement  à  P;  la  surface  S"  +  S' 
est  évidemment  isométrique  à  S'+S'  ou  S;  dans  cette  déformation 
de  S,  les  divers  points  de  S  subissent  un  déplacement  continu,  mais 
la    position    du    plan    tangent   varie    brusquement   pour    les   pt>ints 
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qu'aUeiiiL  P;  le  procédé  permet  évidomnienl  de  remplacer  par  conti- 
nuité une  portion  quelconque  de  S  parla  surface  symétrique.  Le  pro- 
cédé s'applique  évidemmenl  encore  au  cas  où  S  comprend  une  région 
à  courbure  totale  négative.  11  faut  d'ailleurs  remarquer  que  c'est  le 
procédé  employé  pour  quitter  un  vêtement  ajusté,  de  laine  ou  soie, 
(maillot,  bas.  chaussette)  pour  éviter  une  défotmation  (au  sens  non 
mathématique),  c'est-à-dire  pour  n'obteinr  qa  une  déformation  au 
sens  de  Gaass.  C'est  aussi  l'un  des  procédés  employés  par  M.  Lebesgue 
pour  construire  des  surfaces  isométriques  sur  le  plan,  par  exemple, 
et  qui  ne  sont  pas  développables,  certaines  étant  réglées,  certaines  ne 
Tétant  pas  et  même  ne  contenant  aucun  segment  de  droite  [34-],  [35]. 
J'ai,  de  mon  côté,  étudié  certaines  surfaces  isométriques  au  parabo- 
loïdc  de  révolution  x-  -\- y-  =  i-piz  en  m'inspirant  de  principes  ana- 
logues [23].  Dans  ce  qui  suit,  on  suppose  donc  que  la  surface  étudiée 
est  définie  par  points  et  plans  tangents  et  qu'il  y  ait  continuité  au 
double  point  de  vue  ponctuel  et  tangentiel  dans  la  déformation  uti- 
lisée, et  de  plus,  continuité  aussi  sur  chaque  surface. 

Soient  une  surface  S  à  courbure  totale  négative  et  une  autre  sur- 
face S)  isométrique  à  S;  représentons  S  et  S,  sur  le  plan  m^/c;  les 
asymptotiques  issues  de  deux  points  correspondants  O  et  0|  de  S 
et  S|  ont  pour  image  des  courl)es  C  et  C  pour  S,  C|  et  G,  pour  S| 
issues  toutes  de  l'iniage  oj  de  O  et  0|  ;  réciproquement,  à  deux  courbes 
fiuelconques  F,  T,  issues  de  w,  non  tangentes  en  (,),  correspond  un 
seul  couple  de  deux  surfaces  i,  i'  isométriques  à  S  et  Si,  symé- 
triques l'une  de  l'autre,  admettant  pour  couple  particulier  d'asympto- 
tiques  les  courbes  d'images  F  et  F,  ;  les  asymptotiques  C  etC|  peuvent 
être  supposées  à  torsion  positive,  C  et  C,  à  torsion  négative;  si  donc 
nous  considérons  une  courbe  F  (À)  variant  d'une  façon  continue 
avec  À,  telle  que  F(o)  et  F(oc)  coïncident  respectivement  avec  C 
et  C|,  et  de  même  une  autre  courbe  F'('/,)  telle  que  F'(o)^^C', 
F''(oC))  ^C|,  à  chaque  coiq:>le  F(À),  F' (À)  correspond  une  surface  i (A) 
isométrique  à  S,  se  réduisant  à  S  pour  X  =  o,  à  S|  pour  X  =  oo  et  non 
aux  symétriques  de  S  ni  S|,  car  la  torsion  de  l'asymptotique  d'image 
r(}.)  en  un  point  ne  peut  varier  que  d'une  façon  continue:  or,  au 
[)oint  d'im.ige  o),  la  torsion  ne  peut  que  rester  égale  à  elle-même  ou 
changer  de  signe  :  elle  est  donc  constante,  et  si  l'asymj)tolique 
d'image  F(o)  coïncide  avec  C,  celle  d'imago  F(xi)  coïncidera  avec 
celle  qui  a  j);)ur  image  C|  et  non  avec  une  courbe  symétrique  relati- 
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vemont  à  un  plan.  Si  iiiainlonanl  on  veut  pai-ser  de  S  à  la  symé- 
trique S',  de  S  relativement  à  un  plan,  il  suffira  de  supposer  que  la 
courbe  r(/.)  varie  depuis  C  pour  '/.  -=  o  jusqu'à  C,  pour  '/.  =  oc,  cl  Y 
depuis  C  jusqu'à  C,.  Nous  avons  d'ailleurs  déjà  rappelé  que  les 
familles  de  surfaces  minima  associées  coni|)rinnent  des  couples  de 
surfaces  symétriques. 

Prenons  maintenant  une  surface  S  à  courlKiie  lotale  positive; 
traçons  sur  S  une  famille  de  courbes  à  un  paramètre  ne  se  coupant 
pas,  dont  aucune  n'est  géodésique,  dont  aucune  ne  possède  d'inflexion 
géodésique;  adoptons  sur  l'une,  C,  un  sens  positif,  d'où,  par  conti- 
nuité, le  sens  positif  résulte  sur  les  autres.  Soient  M  un  ])oint  de  C, 
MT  la  tangente  dans  le  sens  jjositif,  M/?  la  normale  [)rincipale  orienter; 
de  M  vers  le  centre  de  courbure,  M 6  la  Innormale  telle  que  le  triédre 
MT«Z>  ail  la  disj)osition  du  trièdre  de  référence;  le  demi-plan  limité 
par  M/i  et  son  prolongement  el  contenant  la  demi-droite  ^\b  est 
orienté  de  M/i  vers  1V1Z>;  la  normale  MN  à  la  surface  S  en  M  peut  être 
réduite  à  la  demi-dioite  MÎN  située  dans  ce  demi-])lan  et  l'angle 
(Mai,  MN)  ou  6*,  a  une  valeur  bien  déterminée  comprise  entre  zéro 
et  71  ;  9  ne  peut  devenir  égal  ni  à  zéro,  m  à  ::  sur  aucune  de  nos 
courbes  puiscpi'il  n'y  a  pas  d'inflexion  géodésique;  il  ne  peut  devenir 

égal  à -1  si  nous  éliminons  les  r.sjmptotiques  réelles,  mais  singu- 
lières que  pourrait  posséder  S;  ces  courbes,  nécessairement  isolées, 
sont  celles  que  nous  avons  citées  au  numéro  précédent;  en  chaque 
point  d'une  telle  courbe  D,  D',  D'sont  infinies,  mais  DD"  —  D'^  reste 
fini;  E.  E.  Levi,  à  (|ui  le  raisoniiemen;  >uivi  ici  est  dû,  avait  oublié 
cette  difficulté,  de  sorte  que  je  rétablis  maintenant  la  démonstration; 
nous  réduisons  donc  si  c'est  nécessaire  notre  portion  de  surface  de 
façon  à  ne  plus  rencontrer  de  telle  arête  de  rebroussement.  Il  est  clair 
maintenant  que  si  S  se  déforme,  au  sens  de  Gauss,  d'une  façon  con- 
tinue, poncluellemenl  et  tangentiellement,  l'angle  0  reste  aigu  ou 
obtus,  les  deux  cas  s'excluant;  si  nous  remplaçons  .S  par  sa  symé- 
trique S,  relativement  au  plan  ^\ln,  le  trièdre  Isltnb  subsiste,  mais  la 
demi-normale  MIN  est  remplacé(;  par  la  demi-droite  MN  symétrique 
relativement  à  M 6.  de  sorte  que  0  est  remplacé  par  ;:  —  6»  et  que  S  et  S 
sont  d'esj)èce  difTérente:  on  ne  peut  passer  [lar  continuité  d  Une  sur- 
face à  courbure  positive  à  une  autre  surface  isométrique  d'espèce  dif- 
férente (relativement  à  l'angle  0),  cm   particulier  de  S  à  S.  11  reste  h 


BERTRAND    GAMBIER. 


monU'cr  quOii  [x'ut  élahlir  la  liaison  continue  entre  deux  surfaces  do 
même  espèce;  en  effet,  C|  étant  li  courbe  de  S,  homologue  de  C, 
R  et  R|  les  rayons  de  courbure,  T  etT,  de  torsion,  correspondants 
en  M  et  M|,  B  et  B\  les  angles  déjà  définis  en  M,  on  a 

sine        sinOi  _  I 

-r-^-rT  ~p'  ■^"         '<'• 

On  détermine  une  courbe  r(X)  par  les  condilions  intrinsèques 

R  +  XRi  „,,-       T  +  ÀT,  .      • 

K  (  A  )  =    • ; >  I  (  A  )  =    ; , 


où  À  varie  de  zéro  à  +  oo;  F  varie  donc  de  C  jusqu'à  C|  ;  K(A)  étant 
toujours  compris  entre  R  et  Ri  est  inférieur  à  p,  donc  BQ^)  est  tou- 
jours défini  d'une  façon  unique,  de  genre  aigu  ou  obtus  en  même 
temps  que  B  et  B^  ;  nous  avons  ainsi  obtenu  la  chaîne  S  (A)  demandée. 

On  remarque  donc  que  la  donnée  a  priori  d'une  courbe  F  trans- 
formée de  C  définit  deux  surfaces  i  etl;  ces  deux  surfaces  sont 
d'espèce  différente,  non  applicables,  simplement  isométricjues. 

De  même,  quand  une  surface  représentative  du  ds'^  a  une  arête  de 
rebroussemenl  du  genre  étudié  au  paragraphe  précédent,  les  deux 
morceaux  de  i  qui  se  raccordent  le  long  de  cette  arête  sont  sim- 
])lement  isométriques. 

4.  Détermination  d'une  surface  convexe  par  son  ds'^.  Résultats  de 
M.  H.  Weyl.  —  Cauchj  [15]  a  démontré  la  propriété  importante  : 
deux  polyèdres  convexes  constitués  de  faces  égales  et  semblablement 
placées  sont  égaux  ou  symétriques;  au  point  de  vue  de  notre  étude, 
leurs  surfaces  sont  applicables.  Mais  deux  polyèdres,  dont  un  seul  est 
convexe,  peuvent  être  composés  du  même  nombre  de  faces  égales  deux 
à  deux  et  semblablement  disposées  sans  être  égaux;  ainsi,  prenons  un 
pentagone  régulier  convexe  ABCDE,  et  sur  la  perpendiculaire  au  plan 
du  pentagone  en  son  centre,  deux  points  S  et  Si  arbitraires  de  part  et 
d'autre  du  j>Ian;  on  a  ainsi  un  polyèdre  convexe  à  lo  faces  formé  de 
la  réunion  |)ar  leur  base  de  deux  pyramides  régulières;  il  existe, 
d'autre  part,  un  pentagone  régulier  étoile  A'B'G'D'E'  de  centre  O' 
tel  que  A'B'  =  AB  ;  on  peut  trouver  deux  points  S',  S',  sur  l'axe  de  ce 
nouveau  pentagone  tels  que  S' A'B'  et  SAB  soient  égales,  S'jA'B' 
et  S|  AB  aussi;  h'  nouveau  polvèdre  à   lo  faces,  formé  par  la  réunion 
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de  ces  deux  pjramides  étoilées,  est  applicable  sur  le  premier.  En  tout, 
cas,  un  polyèdre  convexe  n'admet  pas  de  déformation  infiniment 
petite  où  le  nombre  des  faces  resle  le  même. 

Certains  polyèdres  non  convexes  admettent  une  déformation  con- 
tinue où  chaque  face  reste  égale  à  elle-même;  M.  Bricard  [li]  a 
donné  des  exemples  précis  d'octaèdres. 

Liebmann  [39],  Minkowski  [41],  Hilbert  [32],  M.  Blaschke  [10], 
et  finalement  M.  H.  Wejl  [  i9]  ont,  par  leurs  efforts  successifs,  établi 
le  résultat  fondamental  :  une  surface  fermée  convexe  prise  dans  sa 
totalité  n^ admet  aucune  déformation  infiniment  petite  ;  Hilbert  a 
même  ajouté  que  la  sphère  n'admet  aucune  déformation  finie 
(dans  sa  totalité).  M.  H.  Wejl  a  étendu  ce  résultat  à  une  surface 
fermée  convexe  ciuelconque  et  donné  une  généralisation  impor- 
tante; deux  surfaces  fermées  convexes,  sans  arêtes  anguleuses,  ni 
points  coniques,  étant  supposées  isométriques,  sont  nécessairement 
égales  ou  symétricpies;  la  réciproque  de  cette  dernière  proposition 
est  encore  plus  curieuse  :  un  ds-  convexe  définit  dans  l'espace  à 
trois  dimensions  une  surface  fei  niée  et  une  seule  (plus  la  symé- 
trique). 

Il  s'agit  d'indiquer  comment  on  définit  un  ds-  convexe.  Une  sur- 
face fermée  convexe  ne  peut,  tout  au  moins  au  point  de  vue  de  la 
géométrie  ])rojeclive,  être  représentée  biunivoquement  sur  le  plan; 
on  peut,  au  contraire,  établir  une  correspondance  biunivoque  entre 
elle  et  toute  surface  fermée  convexe,  la  sj)hèi^e,  par  exemple.  En  pre- 
nant une  sphère  ayant  son  centre  en  un  point  intérieur  à  la  surface, 
puis  un  point  de  vue  P  intérieur  aux  deux  surfaces,  une  demi-droite 
issue  de  P  réalise  une  correspondance  biunivoque;  on  peut  encore,  en 
donnant  à  la  sphère  un  rayon  suffisamment  grand  pour  envelopper 
toute  la  surface  S  prendre  le  point  où  la  demi-normale  extérieure  à  la 
surface  coujte  la  sphère.  Les  coordonnées  (a:,  )',  z)  d'un  point  cou- 
rant M  de  S  sont  des  ffinctions  continues  de  (c,,  Ca,  C3)  coordonnées 
du  point  image  m  de  la  sphère  i  que  nous  pouvons  réduire  à  avoir  O 
pour  centre  avec  l'unité  pour  rayon.  On  peut  donc  écrire 

de  sorte  que  x,  y,  z  sont  devenus  fonctions  li(»m<tgèncs  et  dv  degré 
zéro  des  trois  variables  indépendantes  {c\  ,  c^.  c■;^)  qui  peuvent  être 
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niLillipliées  par  uu  facteur  livhhvn'wr  positif.  Le  r/s-  de  la   surface  (i) 
[)eut  être  écrit 

1  f/i-  =  /   f,7,-  f/ci  >lck.  Cik^^  €  kl  ii.  k  =^  \ .  ■>.  3), 

Ox    ôx        <)y   ôy         c)z    dz 

'  OCj      <)Ck  ()C[      dCl;  ÔCj      ÙCl; 


l^es  coelticienls  eih  soûl  doue  houiogèues  et  de  degré  —  2,  et  Tou  a 

/(.  =  :! 

(3)  Ve//.c/,.  =  ()         (/=i;'>.  3). 

Réciproqueuient,   toute  forme  (juadratique  ^^ei/^dc/ dci,,  où  les  coef- 

ficients  eik  sont  homogènes  et  de  degré  —  2  et  satisfont  aux  trois  éga- 
lités (3),  peut  être  regardée  comme  le  d<-  d'une  surface:  il  suffit,  en 
effet,  d'écrire 

V.  //  ■•>.  f  1  —  II- —  t'- 

(  ')  )  c'i.=  ^ ->  C2=;    ; »  C;!  =^  ;; :;  ' 

I  -f-  H-   ,-  r-  1   :    u'  -r  ('2  I  -t-  a-  'h  (•>- 

ce  qui  est  permis  en  vertu  de  l'homogénéité  pour  couvertir  la  forme 
en  une  expression  Ed/i^  ^  2F  du  dv -\- G  dv-  habituelle;  on  peut 
reconnaître  dir(;ctement  si  la  forme  quadratique  est  définie  |)ositive  : 
il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait  toujours 

(5)  ^  c-,7,  \,\/,  >  o 

pour  chaque  système  X,,  Xo,  X3  qui  vérifie 

(6)  \-j     -  \'^         \?i  =  l ,  X,r|  -1-  X.Co-:-X;,C:;=  (). 

On  peut,  sans  connaître  aucune  surface  représentative  du  ds^^  calculer 
la  courbure  totale  K  de  cette  surface  suivant  la  direction  (ci,  Co,  C3), 
c'est-à-dire  au  point  d'image  (c,,  Co,  C3);  on  peut,  de  même,  définir 
ititriusèquement  une  courbe  par  une  équation  homogène 

F(C|,   Cj,   Cs)  —  o 

et  1,1  courl)ur('  géodésicjue  de  celte  courbe  en  chaque  pnini.  Si  K  est 
toujours  positiv<',  (iule,  non   uulle,   nous   (hions  <pie   le  ds-  est  con- 
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voxe:   on  supposi*  les  eik  aualvtiqsie^  et  hdlomorphes  j)our  ttius   les 
systèmes  (c,,  Cj.  c^)  non  nuls  ensemble  cl  réels. 

Cela  posé,  la  tnélhoJo  d'H.  Weyl  est  basée  an  fond  sur  le  cas  par- 
ticulier où  il  s'agit  de  la  sphère  elle  même:  Hilbert  a  donné  une 
démonstration  simple  de  cette  propriété  :  toute  surface  Jermée  de 
courbure  tolnle  constante  -h  i .  sans  singularité,  se  réduit  à  la 
sphère;  en  efi'et,  si  tous  les  points  sont  des  ombilics,  c'est  une  pro- 
priété connueque  la  surface  est  une  sphère:  si  tous  les  points  ne  sont 
pas  ombilics,  il  y  a  contradiction,  car  au  voisinage  d'un  point  M  non 
ombilic,  le  réaeau  des  lignes  (//,  i')  de  courbure  tVu-me  un  système  de 
coordonnées  réiiulier,  et  l'on  a 


I  -  ) 


ilu-   -  r\i-  z  dv- 


avec 

on-        </t- 

Les  rayons  principaux  sont 

(9  )  H|  =  lli  ■^.  H.,  =  et  II  z. 

Si  la  surface  n'est  pas  sphérique,  R|  et  Pv^  ne  restent  pas  constants: 
chacun,  suivi  par  continuité,  garde  un  signe  constant,  de  sorte  que  K|. 
restant  compris  entre  zéro  et  i ,  atteint  quel{[ue  part  en  M  une  valeur 
minimum ,  donc  o  aussi:  ce  point  M  n'est  pas  ombilic  (sinon  R, 
serait  égal  à  i):  les  formules  (7)  et  ((S)  sonl  flonc  valables:  la  \aleur 
de  (p  étant  positive,  non  nulle,  on  a 


ôu-  -  Oi 


fity'i    — 


or,  le  second  membre  de  (8  )  est  négatif  sans  égalité  :  c  est  la  coutra- 
dictii'ii  annoncée. 

jVI.  Blaschke.  puis  M.  H.  VVe\l  ont  donné  une  démonstration 
simple  de  la  propriété  due  à  Liebmann.  que  toute  déformation  infi- 
niment petite  dUt.ne  surface  fermée  sans  singularité  se  r('duit  à 
un  déplacement  solide  injinitnenl  petit .  et.  somme  toute,  la  propo- 
sition d'il.  Wevl.  que  je  vais  maintenant  aborder,  est  la  générali- 
sation de  cette  propriété  à  une  déformation  finie. 

M.    H.    Weyl   imagine   un    ds-    convexe    contenant    un   paramètre 
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variable  t:  il  le  suppose  développable  suivant  les  puissances  de  t 

(10)  (T?S2=  A  +tAi^-  -2A2H-.  .  ., 

OÙ  A,  A|,  ...  sont  des  formes  quadratiques  différentielles,  régu- 
lières sur  toute  la  sphère;  on  suppose  que  Sq  soit  une  surface  fermée 
connue,  dont  A  est  le  ds'-\  H.  Wejl  montre  que  l'on  peut  trouver 
trois  développements  convergents 

/   X  =  a;  -f-  X  a^j  -F  t'-  ic-j  -1-    .  . , 

(11)  ■  Y=7+.TJ'j-+-t2j,-+-..., 

(      Z   =   2  —  TSi-f-T2  S2  +  -  •      • 

tels  que 

(x,  y,  z)  sont  les  coordonnées  connues  du  point  courant  de  Sq  et  les 
fonctions  inconnues  (a;,,  j'i,  s,),  .  .  . ,  (xi,  ;)'/,  s/),  .  .  .  seront  succes- 
sivement calculées  pour  tout  svstème  (C(,  Co,  c-i).  La  démonstration 
comprend  deux  parties  :  on  a  d'abord 

(  1 3  )  dx  dxi  ■+-  dy  dy^  -r-  dz  dzi^=  ■ — , 

et  c'est  cette  équation  que  l'auteur  étudie  d'abord  :  le  problème  homo- 
gène correspondant  est  la  résolution  de 

(i  4  )  d'V  dxi  -+-  dy  dj^  —  dz  dz^  =  o. 

H.  Weyl  suit  la  méthode  analogue  à  celle  de  Weingarten  pour  la 
déformation  infiniment  petite;  si  l'on  pose  (H  =  \/EG  —  F-  ) 

(   S  dx-  =  E  du-  -\-  1 F  du  di'  -H  G  di>-  =  A , 

('3)  ... 

I,        A I  =  E  du- -t-  2 F  du  di'  -+-  G  di-. 
On  introduit  une  inconnue  auxiliaire  cp  telle  que 

^      ^  cjdu     dv         1  r'Jdv    du         2 

et  tout  est  ramené  au  calcul  de  cp.  l'uisque  S  est  soit  la  sphère,  soit 
une  surface  fermée  convexe,  l'équation  homogène  (i4)  n'admet  d'autre 
intégrale  définie  sur  toute  l'étendue  de  Sq  que 

(17)  ç  _t-  ^  -  ^u  ry,         T,  ^f-  rx  —p  z,         l  -^  py  —  q  x, 
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OÙ  ^,  Yj,  Ç,  /',  cj^  r  sont  des  constantes  arbitraires;  si  l'on  connaît  une 
solution  de(i3)  (.r,.  j',  g,)  définie  sur  toale  la  sphère,  la  solution 
générale  sera 

^r,  +  Ç  -r-  r/  s  —  /■/,     r,  -r-  r,  -r  /•./•  —  /'  ^,     :;i  -+-  ^   t-  py  —  q  x. 

Il  s'agit  de  faire  disparaître  les  constantes  auxiliaires  ainsi  introduites, 
qui,  finalement,  ne  servent  qu'à  remplacer  la  surface  inconnue  par 
une  surface  d'orientation  et  position  différentes.  On  peut  imprimer 
une  translation  convenable  (X,  ,a,  v)  à  la  surface  (X,  \.  Z)  de  sorte 
que  les  intégrales  étendues  à  la  sphère  (c,,  c^,  C3) 

(18)  Çxch,        fYrh.       pAch 

soient  nulles  quel  que  suit  t;  car  si  elles  ne  le  sont  pas,  on  écrit 

ce  qui  donne 

Un  simple  changement  de  notations  permet  alors  de  supposer  7.  =  o, 
/j.  =  o,  V  =  o,  d'où 

(19)  /  X  ch  =  o.  /  )-  //ri  =  "»,  /  -3  d'y  =  o. 
On  détermine  H,,  'n,  Ç  par  les  l'elations 

(20)  i  {Xi^-^-h  qz  —  ry)di  =  0,  /  (.Vi -H.  .  .)  =  "5  /  (s, -;-...)  =  o, 
qui  se  réduisent  à 

(20')       /  (.ri-r-r^cfcr  =  0,        ■    y  (j'i-f-r,)f/cr  =  o,  /  (5,  ^- 'C)  c/s  =  o. 

Un  nouveau  changement  de  notations  permet  donc  de  supposer 
^  =  y)  =  Ç=:o.  On  détermine  ensuite  p,  q^  r  par  les  relations 


(21) 


x—pz      z^    -  py  —  qz 

y  2 


d^ 
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OU,  bi  l'on  [trétère, 

/()•,; —  yz^xh        l\.i{p.r        (/)■--/■:■) — p(  .r-        y-       z- \](h  =  o, 

I  I  :;i  ./■  —  :;./|  i  (/i       =  o. 

/  (  .r,  )•  — .rri  )  '■/^        —  O. 

Los  trois  équations  linéaires  non  homogènes  ainsi  obtenues  cnyy,  q^  r 
ont  une  solution  unique  en  p,  g,  /',  car  les  mêmes  équations  rendues 
homogènes  entraîneraient,  en  mulli|)li<int  par/>,  g,  r  et  ajoutant, 


/ 


y  »•        /•:;  r^— (y;2—  q'^  —.r-)  (.r'^^  y-^  z-^)]f/a  =  o. 


égalité  qui  n'.i  d'autre  solution  que  p  =  g  =  /■  =  o.  On  a  ainsi  nor- 
malisé d'une  façon  unique  la  solution  x, ,  )'| ,  Z(  ;  on  peut  montrer, 
par  une  méthode  analogue  à  celle  qui  est  suivie  pour  le  problème  de 
la  déformation  infiniment  petite,  que  l'équation  aux  différentielles 
totales  (i'^)  se  ramène  à  l'intégration  d'une  unique  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  du  i}'pe  clliptigiic,  parce 
que  la  surface  [x^y,  z)  a  sa  courbure  constamment  positive,  finie, 
non  nulle.  Cette  équation  a  une  intégrale  iinigae  définie  sur  toute  la 
sphère,  exprimée  simplement  au  moyen  d'une  fonction  auxiliaire  ana- 
logue à  la  fonction  de  Green  relative  à  l'équation  de  L  qdace  dans  le 
[dan.  Ce  premier  [)0-int  établi,  les  fonctions  (j:'j,Vo,  ^2);  •••,  {oci,  Vit  Zi) 
s'obtiennent  de  proche  en  proche  par  la  même  méthode  et  d'une 
façon  unique;  les  développements  (i  1)  sont  convergents  moyennant 
certaines  conditions  imposées  au  développement  (10). 

Supposons  maintenant  le  c/s^^  ^en^^x)  dciclck  défini,  convexe 
depuis  -  =:  o  jusqu'à  r=i  et  la  surface  S„  connue;  la  méthode 
appliquée  comme  plus  haut  depuis  t=  ©jusqu'à  T  =  -|(ri<i),  con- 
duit pour  r  =  T,  à  une  surface  S-^  convexe,  connue;  on  répète  ensuite 
en  j)renant  S^^  comme  nouvelle  surface  initiale,  et  l'on  arrive  à  une 
valeur  To(t,  <^  t^  5:  ' )  a\ec  une  surface  S,^^  et  ainsi  de  suite;  H.  Wejl 
monti-e  que  l'application  du  procédé  permet  d'arriver  àr  ^  1 ,  au  bout 
d'un  nombre  limité  d'opérations.  L'existence  d'une  solution  es^f-  ainsi 
démontrée;  [)Our  démontrei-  V unicité,  suj)posons  cpie  So  est  la  sphère 
et  iuiaginons  que  poui-  r  =  1  on  obtienne  non  seulement  la  surface  S, 
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du  procédé  suivi,  mais  une  autre  solution  S,  ;  on  peut  inversement 
passer  de  S,  à  une  surface  Sq  avant  le  ds-  obtenu  pour  r  =  o;  mais 
alors,  nous  avons  vu  directement  que  S^  coïncide  avec  Sq  convena- 
blement déplacée;  donc  Si  n'est  autre  chose  que  S,  après  le  dépla- 
cement défini  par  (  Sq  S,,  ). 

■le  dois  me  borner  à  ces  indications  assez  rapides  sur  certains 
points;  il  serait  à  désirer  que  le  Mémoire  de  M.  II.  Wejl,  contenant 
33  pages,  soit  repris  et  simjilifié;  Tanteur  annonce  plusieurs  fois  dans 
son  Introduction  qu'il  traitera  telle  question  par  telle  méthode,  et 
plus  loin,  ou  bien  suit  une  autre  méthode,  ou  se  contente  de  nouveau 
d'affirmer  l'existeuce  de  la  solution  sans  produire  la  démonslratioii 
promise. 

Ici,  il  est  ïnen  entendu  que  les  surfaces  convexes  enjeu  se  com- 
posent d'une  seule  nappe  analytique  et  ne  présentent  aucune  singu- 
larité. Il  j  aurait  lieu  de  généraliser  le  résultat  dans  diverses  direc- 
tions; en  songeant  au  théorème  de  Cauchy,  une  surface  fermée 
convexe  formée  de  plusieurs  morceaux  de  surfaces  analytiques,  telle 
une  lentille  biconvexe,  est  probablement  indéformable  tout  comme 
un  polyèdre  convexe.  Il  se  peut  que  la  propriété  de  convexité  ne  soit 
pas  absolument  nécessaire  et  qu'une  surface  telle  que  le  tore,  dans  s,i 
totalité,  bien  entendu,  soit  absolument  indéformable;  il  v  aurait  une 
question  de  régularité  peut-être  plus  importante  qu'une  cjuestion  de 
convexité;  l'exemple  des  polyèdres  spéciaux  de  M.  Bricard  montre 
qu'il  y  a  là  une  difficulté  pour  bien  préciser  la  question  de  régularité. 

D'autre  part,  la  pi'o[)osition  d'H.  Weyl  ne  concerne  que  des  sur- 
faces fermées  convexes  de  courbure  totale  /[Tc  [curvatura  intégra^ 
comme  disent  les  géomètres  allemands).  Je  dois  citer  quelques 
exemples  de  surfaces  convexes  de  courlnire  totale  871  et  qu'il  ^  aurait 
lieu  d'étudier  au  point  de  vu((  de  M.  H.  Weyl. 

Je  prends  d'abord  un  cas  où, la  surface  se  [)artage  en  doux  mor- 
ceaux convexes  réguliers  (tout  au  moins  jusqu'au  premier  ordre). 
Prenons  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  de  centre  w  et  un  point  O 
intérieur;  par  O,  menons  une  sécante  OAB  limitée  aux  deux  points  A 
et  B  où  elle  perce  le  cercle;  sur  la  perpendiculaire  au  plan  du  cercle 
en  O,  portons  deux  longueurs  égales  00|  =  00-..  et  construisons  les 
deux  demi-ellipses  pour  lesquelles  OiO^  est  un  axe  complet  et  OA 
ou  OB  l'autre  demi-axe.  Quand  \\\  sécante  OA  tourne  autour  de  O,  la 
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demi-ellipse  O1AO2  engendre  évidemment  une  surface  fermée  con- 
vexe régulière;  quand  on  étudie  les  sections  méridiennes  de  cette 
surface,  on  constate  qu'en  0|  la  courbui^e  des  deux  demi-ellipses 
0|  AO2  et  0|BOo  sont  différentes;  en  0|,  il  j  a  donc  une  singularité 
de  la  surface,  ne  se  manifestant  d'ailleurs  qu'à  partir  du  second  ordre. 
Si  O  se  rapproche  de  w,  la  surface  tend  vers  un  ellipsoïde.  La  surface 
analytique  complète  comprend  évidemment  la  portion  déjà  construite 
et  sa  sjmétricjue  relativement  à  l'axe  0|  OO2;  on  a  ainsi  une  surface 
algébrique  de  degré  4,  admettant  0|  et  Oo  pour  points  doubles  où  le 
cône  des  tangentes  se  réduit  à  un  plan  double;  le  plan  méridien, 
mené  par  O  perpendiculairement  à  Ow,  donne  une  ellipse  double 
tracée  sur  la  surface  complète.  Par  exemple,  O  étant  origine,  Ow  axe 
des  X,  en  supposant  Ow  =  e,  £  >  o,  OOi  =  1  et  le  rayon  du  cercle  w 
étant  !-[-£,  on  aura  les  équations  paramétriques 

1   X  =  [e  ^  (  1  -+-  i)  coso]  sin6  =  s  sin6  -i-  (i  -+-  £)ci, 

(■2.3)  \  J  ="  (i^£)sin®    sin6  =  (i -t- £)c2, 

(   z  —  cos6  =  C3. 

Pour  £  =  o,  la  surface  se  réduit  à  une  sphère.  On  a  pour  ds'^ 

(•24  )     ds-  =  fi-i-2£(i-f-£)(i-l-  coso)]  M-  —  2  £(i  -T-  £)  sin?  cos6  sin6  clQ  do 

La  courbure  totale  a  pour  expression 

I  I  -+-   £(l  ^  COS9) 


(•25) 


RR'        (i-t-  £)[sin2e-hcos2  6(i-H  s  M-  scos?)^^ 


On  remarque  qu'au  point  0|  ou  02(sin9  =  o,  cos9  =  zh  1),  la  cour- 
bure totale  devient  ; r-, r-,  :  ello  a  donc  une  valeur  indé- 

(1+  £)(l-^   £-h  £  COSï))* 

terminée  entre  et, r-, ^-  Un  remarque  que  pour  avoir 

H-  £  (l  -f-  £)(l  -^  2£)3  Tir 

toute  la  surface,  il  faut  faire  varier  cp  de  zéro  à  271  et  9  de  zéro  à  27:; 
mais  alors  la  sphère  (C|,  Co,  C3)  est  balayée  deux  (ois:  au  point  de  vue 
de  M.  H.  Weyl,  sin9  =  V'^ï  +  ^2  i^'est  pas  une  fonction  holomorphe 
de  Ci,  c-i,  C3  ;  il  faudrait  reprendre  la  méthode  pour  un  exemple  de 
cette  sorte  et  voir  les  conclusions  précises  que  l'on  peut  obtenir. 
Je  cite  maintenant  un  exemple  [)lus  (•oni|)liqué  : 
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La  sphère  a  un  ds'^  qui  peut  recevoir  la  forme 

(26)  c?a2=  [^(oj-i-i^)— /?(to'-4-ri)](rf^2+6^T,2), 

OÙ  p{Li\(ji,  w')  est  la  fonction  classique  de  Weierstrass  :  2w  est  la 
période  réelle,  2w'  la  période  imaginaire  pure;  on  peut  obtenir  toute 

la  sphère,  une  jois,  en  taisant  varier;  entre et -| —)  et  y) 

entre   — co  et  +w;   deux   points  (^,  -n)  symétriques  par  rapport  au 

point  1  dz  -.- ,  ±:  co  j  donnent  le  même  point  de  la  sphère.  Dans   ce>^ 

conditions,  le  ds-  suivant  (m,  n  constantes) 

I    ds-^  =  [p{uy  +  i^)  —  p(o/-h  ri)]  [t/^2^  f/j.-^], 

(27)  •      ic  =  Ç -r- m[/)(aj  -i- îÇ)  —  62]^, 
(     J  =  '^1  -^   n[p{to'-^  ri)    —  e-iY 

est  défini  sur  toute  la  sphère  prise  deux  Jois^  car  on  doit  faire  varier 

ici  t  de  —  —T-  à  -A :-  vt  n  de  —  2(o  à  +  aco:  deux  valeurs  de  H,  "''/ 

symétriques  par  rapport  à  (  ±:  -^  i  dz  go  j  ne  donnent  plus  deitx  [)oints 

de  la  surface  se  correspondant  dans  une  auto-application;  il  s'agirait 
de  savoir  si  ce  ds-  (27)  défiiiit,  i/i  abstracto^  une  surface  fermée  con- 
vexe de  courbure  totale  Stï,  ayant  quatre  points  singuliers  corres- 
pondant à  t,  =  ziz -T)  Y)  =  zL  oj  :    la  surface  se    composerait  de   deux 

nappes  se  r.iccordant  aux  quali'c  points  singuliers  enjeu.  Si  une  telle 
surface  existe,  ses  géodésiques  seraient  fermées  et  à  antipodes,  du 
moins  sur  une  certaine  fraction  de  la  surface;  aux  points  singuliers 
que  j'ai  indiqués,  la  courbure  reste  finie  et  égale  à  4-  i . 

On  peut  de  même  construire  des  surfaces  fermées  (ou  des  ds-) 
convexes,  de  courbure  totale  127:,  iôtt,  .... 

D'autre  part,  pour  revenir  à  l'analogie  des  questions  traitées  ici 
avec  elles  relatives  aux  polyèdres,  on  voit  aussitôt  que  les  surfaces 
ayant  un  réseau  de  G.  Kœnigs  doublement  conjugué  [telles  cju'un 
ellipsoïde  ou  la  surface  (23)]  relatif  à  une  série  de  plans  parallèles 
et  un  axe  perpendiculaire  à  ces  plans,  peuvent  être  déformées  par  les 
formules  données  au  paragraphe  précédent  de  façon  qu'une  telle  sur- 
face supposée  fermée  convexe  puisse  prendre  un  nombre  fini  de 
configurations  encore  fermées,  mais  offrant  deux  points  coniques  sur 
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l'axe;  c'est,  d'ailleurs,  au  fond  ce  qui  se  présente  pour  les  surfaces  de 
révolution. 

J'ajoute  enfin  que,  si  dans  une  surface  convexe  on  fait  un  trou  aussi 
petit  que  l'on  veut,  la  portion  restante  peut,  d'après  Liebmann,  être 
déformée  tonl  entière. 
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NOTE     ADDITIVE 


Au  moment  de  la  mise  en  pages  définitive  de  ce  fascicule,  deux  Notes 
importantes  paraissent  aux  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences 
(M.  Masloff,  i4  mai  19-28.  et  M.  Vasseur.  18  juin  1928).  On  sait  trouver  tous 
les  couples  isolés  ou  toutes  les  familles  à  un  paramétre  de  surfaces  applicables 
possédant  un  réseau  conjugué  commun  formé  de  lignes  cylindriques  ou 
coniques;  ce  problème  se  ramène,  par  une  coïncidence  curieuse,  à  la  déter- 
mination des  mécanismes,  soit  transformables  (couples  isolés),  soit  défor- 
inables  (déformation  continue),  constitués  par  deux  courbes  et  j'ai  traité 
moi-même  ce  problème  au  Journal  de  Liouville  (9*  série,  t.  1,  i9'22,  p.  19-76). 
D'autre  part,  je  sais  que  M.  Finikoff,  professeur  à  Moscou,  a  publié,  en  russe, 
un  Mémoire  considérable  sur  les  réseaux  permanents. 

J'adresse  enfin  un  bommage  ému  à  la  mémoire  du  géomètre  italien  Bianchi, 
mort  à  72  ans,  au  début  de  juin  1928;  Darboux  et  Bianchi  ont  bien  voulu 
s'intéresser  à  mes  travaux  et  ces  deux  fascicules  ont  été  rédigés  sous  l'inspi- 
ration directe  des  découvertes  de  ces  deux  illustres  géomètres. 
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